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Chapitre I : Préliminaires

Comme son nom I’indique, le cours « Bases mathématiques pour I’économie et la gestion » a
pour objet de fournir les bases mathématiques nécessaires pour des études universitaires en
économie et en gestion.

On y présentera en particulier les outils permettant de traiter et d’exploiter les modéeles
mathématiques construits pour étudier les relations entre facteurs économiques ou pour
résoudre des problémes de gestion. De tels modeles se rencontrent fréquemment car une
variable numérique peut souvent étre associée a chacun des facteurs auxquels on s’intéresse
en économie et en gestion. Les relations entre ces facteurs peuvent dés lors étre formulées en
langage mathématique par des équations, des inéquations ou des fonctions.

I.1. Exemples de modéles mathématiques

Exemple 1 ( gestion de ’environnement )

Le responsable de I’ Agence de lutte contre la pollution du bassin de Combles-la-Jolie est
chargé du maintien des normes de concentration de produits toxiques dans le région et en
particulier dans le lac avoisinant.

Trois entreprises industrielles déversent leurs déchets dans ce lac. Ces déchets contiennent des
produits particuliérement dangereux : des sels de plomb, de mercure et de manganése.

Pour maintenir les normes imposées, il dispose de deux types de produits ( eux-mémes sans
danger ), I’un & base de sulfate et I’autre & base de nitrate. Ces produits réagissent sur les sels
dissous en donnant des précipités inoffensifs.

Le probléme consiste & trouver la combinaison la moins cotiteuse de ces deux produits telle
que, aprés action antipollution, les quantités de sels toxiques qui subsistent chaque jour dans
les eaux du lac peuvent étre détruites par la « nature ».



Renseignements techniques

Quantité de déchets produits quotidiennement par chaque entreprise

Entreprise polluante | Volume de déchets (m’/jour)

Concentration en sels toxiques (gr/m’)

Pb Hg Mn
El 1.000 2,5 0,5 0,7
E2 3.000 0,3 0,5 3
E3 1.200 0,5

1,25 1

Capacité de neutralisation de chaque agent chimique antipollution

1 baril de sulfate neutralise 2 kg de sel de Pb, 1 kg de sels de Hg et 12 kg de sels de Mn

1 baril de nitrate neutralise 4 kg de sels de Pb, 6 kg de sels de Hg et 4 kg de sels de Mn

" Quantités de sels toxiques détruites chaque jour par la « nature »

" Sels de Pb : 0,9 kg

Selsde Hg : 0,2 kg

Sels de Mn : 1,3 kg ﬂ

Coiits des agents chimiques antipollution :

1 baril de sulfate cotite 25 € et 1 baril de nitrate cotite 20 € .

Modélisation

Variables numériques

Qs = nombre de barils de sulfate & déverser chaque jour dans le lac
Qn = nombre de barils de nitrate a déverser chaque jour dans le lac
Cr = colt total (exprimé en €) provenant du déversement dans le lac
de Qg baril(s) de sulfate et de Q baril(s) de nitrate

Modeéle mathématique

2Qs+4.Qn >4
1.Qs +6.Qn 23
12.Qs+4.Qn =9
Qs=0

Qn=0

Cr=25.Qs +20.Qn

Probleme
Min Cr



Exemple 2 ( Théorie économique )

Variables numériques

Y = revenu national
C = dépenses li€es a la consommation privée

I = dépenses liées a I’'investissement privé ?xprum-af’ u::le
G = dépenses publiques (gouvernementales) meme unttc monetaire

T = montant des imp0ts

Modele mathématique

Y=C+I+G
C=1f(Y,T)
T=g(Y)

ou v f(e,e) désigne une fonction de deux variables

( croissante en la premiére variable et décroissante en la seconde )
v g(») désigne une fonction d’une variable ( croissante )

v Y,CLGetT=0

Un cas particulier de ce mod¢le est le suivant

Y=C+I1+G
C=a+p(Y-T)
T=y+38.Y

ol v a>0e 0<B<1
v y>0et 0<3<1

v Y,C,LGetT=0



L.2. A propos des variables

v"  Une variable est un symbole ( représentant un aspect, un facteur auquel on s’intéresse )
qui peut prendre différentes modalités. Lorsque ces modalités sont des nombres, on parle
de variable numérique. Dans ce cours, nous supposerons toujours que I’ensemble des
modalités que peuvent prendre les variables numériques considérées est I’ensemble des
nombres réels. En effet, bien que certains facteurs introduits dans un modéle économique
peuvent ne pas étre indéfiniment divisibles ( exemple : nombre de voitures produites
quotidiennement dans une entreprise automobile ), il y a intérét, lors de la modélisation, &
adopter une représentation « continue » ou toutes les quantités sont conceptuellement
possibles. Ce passage au « continu » facilite grandement le traitement mathématique et
n’exclut en rien une « discrétisation » des résultats au stade final de ’analyse.

v Pour désigner une variable, les économistes utilisent généralement un symbole faisant
penser au facteur économique que cette variable représente ; les mathématiciens quant &
eux utilisent souvent les lettres x, y ou z.

v Lorsque, dans un modéle d’analyse économique ( voir exemple 2 ci-dessus ), le nombre
de variables est supérieur au nombre d’équations, les économistes établissent une
distinction entre les variables ; ils séparent celles-ci en variables endogénes et variables
exogenes.

Les variables endogénes ( du grec « endon » = dedans et « genos » = origine ) sont celles
que le modélisateur considére comme étant au ceceur du phénomeéne qu’il étudie, celles
dont il désire expliquer le comportement (c’est la raison pour laquelle on les appelle aussi
parfois variables expliquées ).

Les variables exogénes ( du grec « ex6 » = au-dehors ) sont celles dont les valeurs sont
supposées €tre déterminées par des éléments extérieurs au modéle. Ces variables ne
dépendent d’aucune autre dans le cadre de I’analyse qu’on effectue. On les appelle
parfois variables explicatives.

A noter que les variables ne sont pas exogénes ou endogénes selon leur nature physique
ou économique, mais selon le choix arbitraire effectué par le modélisateur.

En général, un modéle d’analyse économique contient autant d’équations que de
variables endogénes et permet d’exprimer chaque variable endogéne en fonction des
variables exogénes. L’une des questions centrales en théorie économique consiste i
étudier dans quelle mesure un changement de valeur d’une variable exogéne (ou d’un

parameétre du modeéle) affecte chacune des variables endogénes.



1.3. Mesure de la variation d’une variable numérique

Soit P une variable numérique représentant le poids d’une personne exprimé en prenant
comme unité le kg.

Supposons que, a un moment donné (moment initial) cette personne pése 80 kg et que deux
mois plus tard, elle pése 84 kg, ce que nous noterons '

Pritial =80 (kg) Pfpinar =84 (kg).

On peut parler de la variation de poids de cette personne de deux maniéres différentes.

1°)

2°)

Variation absolue (ou en valeur)

On peut dire que la variation de poids de cette personne (au départ de I’observation
initiale) a été de 4 Kg . On dit alors que ’on envisage I’idée de variation sous ’angle
« variation absolue » [ on parle aussi a ce propos de « variation en valeur » ].
Plus précisément, la différence

P final ~ Prnitial
est appelée variation absolue ( ou variation en valeur) de la variable P et est notée AP .
Dans ce cas,

AP = Pfingi - Pinitial =4 (kg).

Observons que la variation absolue d’une variable s’exprime dans la méme unité que la
variable. .

Notons aussi que la variation absolue d’une variable peut étre positive ou négative [si au
moment final, la personne avait pesé¢ 76 kg, on aurait eu AP =-4 (kg)].

Variation relative (ou en pourcentage)

On peut aussi dire que la variation de poids de la personne (au départ de I’observation
initiale) a été de 5% . On dit alors que I’on envisage 1’idée de variation sous ’angle
« variation relative ».

Plus précisément, le rapport
Po — P,

na initial

Pinitial

est appelé variation relative de la variable P et est noté

Dans ce cas
AP - P final P, initial i 5
P P 80 100

initial

La variation relative d’une variable est un nombre sans unité qui peut étre positif ou

= —5%].

négatif [si au moment final, la personne avait pesé 76 kg, on aurait eu
- initial



Signalons que la tradition est d’exprimer, comme nous l’avons fait ci-dessus, les
variations relatives en pourcentages. Au lieu de « variation relative », on entend d’ailleurs
parfois dire « variation en pourcentage » ou méme « taux de variation en pourcentage ».

Attention !

Les operatlons sur les taux de variation en pourcentage donnent souvent naissance a des
calculs erronés.

Une astuce simple permettant de ne pas commettre d’erreur consiste & travailler, non pas
avec le pourcentage de variation, mais avec « le nombre qui multiplie la valeur initiale de
la variable ».

Exemple : si la valeur d’une action augmente de 30% un jour puis baisse de 25 % le
lendemain, il ne faut pas conclure que l’effet global est une hausse de 5%.
La valeur finale Vj.a de ’action est

Vfinal = Viniriat X 1,3 X 0,75 = 0,975 X Vinitiat-

Globalement, il y a donc eu une baisse de 2,5%.

Par ailleurs, la notion de variation relative moyenne est probablement celle qui conduit au
plus d'erreurs.

Par définition, la variation relative moyenne ( concernant un phénoméne que I’on étudie a
des intervalles réguliers de temps, par exemple un an ) est la variation relative théorique
qui, si elle était appliquée de fagon identique chaque année, conduirait au méme résultat
global que la suite des variations relatives observées.

Exemple 1 : si, dans un pays, le taux d’inflation ( variation relative des prix ) est de 60%
la premiére année et de 20% la deuxiéme année, le taux d’inflation moyen annuel n’est
pas de 40% mais de 38,6% car

Pjnitial X 1,6 X 1,2 =Pinitia1 X 1,92 = Piniﬁal X 1,92 X1/1,92 = .Pinitia[ X 1,386 X 1,386.

Exemple 2 ( extrait du livre « Comprendre la formulation mathématique en économie »,
D. Schlacther, pages 30 et 31, Ed. Hachette, 2000) :

Si les prix augmentent pendant quatre années consécutives de 60%, 20%, 40% et 10%, ils
ont été multipli€s en quatre ans par :

1,6 x12x1,4x1,1=2,956
S’ils avaient augmenté tous les ans du méme taux de croissance i, on aurait écrit :
(1+) x (1+) x (1+) x (1+1) = 2,956,
soit encore :
(1+)* = 2,956.

1+i= 42,956 .

La recherche de la racine quatri¢me, permise par les calculatrices, donne 1+i=1,311.
Les prix ont donc augmenté en moyenne, par an, de 31,1%.

I1 faut donc chercher i tel que



1.4. Nombres réels et n-uples de nombres réels

L’ensemble des nombres réels sera noté R.

Comme nous serons souvent amenés a travailler simultanément avec plusieurs variables
réelles et en particulier & devoir préciser les valeurs de plusieurs variables réelles, il est
intéressant d’introduire la notion de n-uple de nombres réels.

Par définition, on appelle n-uple de nombres réels toute suite ordonnée de n nombres réels.

Ainsi par exemple :
(2, -1) est un 2-uple de nombres réels aussi appelé couple de nombres réels
(-4, -2, 5) est un 3-uple de nombres réels aussi appel€ triple de nombres réels
(0,87,-54,269) est un 4-uple de nombres réels.

A noter ’'importance de I’ordre dans lequel les nombres apparaissent ; ainsi le couple (2, —1)
est différent du couple (-1,2).

L’ensemble des n-uples de nombres réels sera noté R". En d’autres termes,
R"={(r,1,....,1n)|11€R, neR, ..., n,eR}

En mathématique, on dit que R" est le produit cartésien de R par lui-méme n fois :

R"=RxRx... xR

Wm_/
n facteurs

Convention

Lorsque nous travaillerons avec n variables ( n entier >1 ), nous conviendrons toujours d’un
ordre parmi ces variables ( cet ordre étant de pure convenance pratique et ne signifiant en
aucun cas qu’une variable est plus importante qu’une autre ).

Dés lors, pour spécifier que :

la premiére variable prend la valeur réelle r,
. la deuxiéme variable prend la valeur réelle r,

. la'n™° variable prend la valeur réelle r, ,

il suffira de préciser la suite ordonnée de ces n valeurs c’est-a-dire de donner le n-uple

(11,12, ..., Ty ).

Vision géométrique

¢ Chaque nombre réel peut étre représenté graphiquement par un point d’une droite graduée

¢ Chaque couple de nombres réels peut étre représenté graphiquement par un point d’un
plan muni d’un repére orthogonal c’est-a-dire d’un repére constitué de deux droites
graduées d; et d, perpendiculaires. Généralement la droite d, est horizontale (le sens
positif étant vers la droite) et la droite d, verticale (le sens positif étant vers le haut).



Exemple d

A
Dans le plan muni de ce repére,
le couple ( 5, -1) est représenté par le point P.
ot
1+
—t—t—t 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 di
-1 ‘ P
21

N.B. En mathématique, on choisit généralement comme origine de chaque droite graduée le
point d’intersection de ces deux droites. Signalons qu’il n’y a cependant aucune obligation de
faire cela. En économie, on est d’ailleurs souvent amené, pour des raisons pratiques, & ne pas
procéder de la sorte. Voir par exemple le graphique suivant représentant I’évolution des
valeurs d’une sicav dans le temps.
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¢ Chaque triple de nombres réels peut étre représenté graphiquement par un point d’un
espace 4 3 dimensions muni d’un repére orthogonal c’est-a-dire d’un repére constitué de
trois droites graduées d;, d; et d; perpendiculaires. Lorsqu’on travaille sur une feuille
(espace a 2 dimensions), ce n’est pas toujours facile de représenter un espace a 3
dimensions car il faut travailler en perspective.

Exemple

Dans I’espace a 3 dimensions muni du repére représenté en perspective ci-dessous,
le triple ( 5,2,3) estreprésenté par le point P .

Ads

37 £(5,0,3)




1.5. Equations et systémes d’équations

1.5.1. Equations

Définition

Une équation a n variables zi, 7, ..., Z, est une égalit€ entre deux expressions mathématiques
en ces n variables.

Exemples

212 - zzz =73 et 221 -3.2+0.23=6

sont deux équations a 3 variables z;, 2, z3 .

Définition
On appelle solution d’une équation a n variables z;, 2, ..., Z, tout n-uple de nombre réels

(1, 12, ..., Iy ) tel que, si on remplace dans 1’équation chaque z par r; (i=1,2,...,n),

alors, I’égalité (définissant I’équation) est vérifiée.

Exemples

(3,2,5) estune solution de I’équation z*> —z°=z3.

(0,0, 0) est une autre solution de cette équation.

Représentation graphique

L’ensemble des solutions d’une équation & 2 variables (resp. 4 3 variables) peut &tre
représenté par un ensemble de points dans un plan (resp. un espace 4 3 dimensions) muni d’un

repere.

10



Exemple

Représentation graphique ( obtenue avec le logiciel Derive ) de I’ensemble des solutions de

i . . 2 2
Péquation & 3 variables z1, 23, 73 : 7" — 2" = z3.

~ N.B. Nous adopterons ci-dessous la notation S[zi* — 7> = z3] pour indiquer ’ensemble des

solutions de 1’équation z;” — z,* = zs.

Définition
On dit que deux équations sont équivalentes lorsque toute solution de I'une est solution de

’autre ¢’est-a-dire lorsqu’elles posseédent les mémes solutions.

Deux grandes régles d’équivalence

1. Lorsqu’on ajoute (retranche) un méme nombre aux deux membres d’une équation, on

obtient une équation équivalente a la précédente.

2. Lorsqu’on multiplie (divise) les deux membres d’une équation par un méme nombre non

nul, on obtient une équation équivalente a la précédente.

11



1.5.2. Systémes d’équations

Définition
Un systéme d’équations 3 n variables est un ensemble d’équations (en ces n variables) qu’il

convient de considérer en méme temps.

Au lieu de systéme d’équations, les économistes parlent parfois d’équations simultanées.

Définition
On appelle solution d’un systéme d’équations a n variables z, 2, ..., zZ, tout n-uple de
nombre réels (11, 12, ..., Iy ) tel que, si on remplace dans chaque équation z; par r;

(i=1,2,...,n) , alors, toutes les égalités (définissant les équations du systéme) sont vérifiées.

L’ensemble des solutions d’un systéme d’équations est donc I’intersection des ensembles de

solutions des équations composant le systéme.

Définition
On dit que deux systémes d’équations sont équivalents lorsque toute solution de I'un est

solution de I’autre c’est-a-dire lorsqu’ils possédent les mémes solutions.

Deux grands principes d’équivalence

1. Lorsque dans un systéme d’équations
» on résout une des équations par rapport & une des variables
» onremplace cette variable dans les autres équations du systéme par I’expression
trouvée,

on obtient un systéme équivalent au premier.

2. Lorsque, dans un systéme d’équations, on remplace une des équations par I’équation
obtenue en additionnant membre & membre cette équation (éventuellement multipliée par
un nombre non nul) et une ou plusieurs autres équations (chacune de celles-ci étant

éventuellement multipliée par un nombre), on obtient un systéme équivalent au premier.

12



Premiére remarque

Le premier principe d’équivalence a donné naissance & la méthode de résolution d’un systéme

d’équations connue sous le nom de méthode de résolution par substitution.

Il s’agit d’une méthode de résolution trés générale.

Exemple 1

Soit 4 résoudre le systéme de 2 équations a 2 variables z, et z, suivant :

6.2, ~12.2, =0
6.2,2 +42.2, ~12.2, - 24 =0

La premiére équation permet d’exprimer z; en fonction de z; .
En effet, cette premiére équation est équivalente a :
71 =27 .
En remplagant z; par 2.z, (substitution) dans la deuxi¢me équation, celle-ci devient :
6.22" +18.2,—24=0.

Le premier principe d’équivalence assure que le systéme de départ est équivalent au

systéme :

z, =2z,
62,2 +18.2, —24 =0
Ce systéme est plus simple que le précédent car une de ses équations ne contient qu’une
seule variable.
Comme I’équation (du second degré a 1 variable)
6.2° +18.2,—24=0

admet deux solutions :

let -4,

on peut dés lors affirmer que I’ensemble des solutions du systéme de départ est constitué

de deux solutions :

(2,1)et(-8,-4).

13



Exemple 2

Soit & résoudre le systéme de 3 équations a 5 variables Y, C, T, I et G suivant :

Y=C+I+G
C=a+B.(Y-T)
T=v+48.Y

Ce systéme comprend plus de variables que d’équations. Nous allons essayer d’exprimer
trois des variables ( par exemple Y, C et T') en fonction des deux autres (I et G ).

Sinous y parvenons, on pourra obtenir ’ensemble des solutions du systéme en attribuant
des valeurs quelconques aux variables I et G et en calculant les valeurs correspondantes
des variables Y, Cet T.

La premiére équation permet d’exprimer C en fonction des autres variables :
C=Y-1I-G.
La troisiéme équation exprime T en fonction des autres variables :
v T=y+8.Y.
En remplagant C et T par leur expression respective dans la deuxiéme équation, on
obtient :
Y-I-G=a+BY-B.(y+8Y),
équation équivalente a

Y(1-B+Bd)=a-PBy+I+G.

Le premier principe d’équivalence assure que le systéme de départ est équivalent au
systéme :
C=Y-1I-G
Y(1-B+Bd)=a-By+I+G
T=y+8.Y

Celui-ci est plus simple que le précédent car une des équations ne contient plus qu’une

seule variable ( parmi les variables Y, Cet T).

11 est facile, & partir de ce systéme équivalent, d’exprimer chacune des variables Y, C et T

en fonction des variables I et G (en supposant que 1 - +p.6 # 0).

En effet, de la deuxiéme équation, on tire :
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Y= a-By+I+G
1-B+B.5

a-PBy+I+G
1-p+p.o

et en remplacant Y par dans la premiére et la troisi¢éme équation du

systéme équivalent, on obtient :

C= a—By+(P-pd).(I+G)
1-B+p.8

T= ad+(1-B)y+8.(I+G)
B 1-B+p.5 '

Deuxiéme remarque

Le deuxiéme principe d’équivalence a donné naissance 4 la méthode de résolution d’un
systtme d’équations connue sous le nom de méthode de résolution par combinaison

d’équations.

Elle est & lorigine de la célébre méthode de Gauss-Jordan qui permet de résoudre tout
systtme d’équations linéaires dont les coefficients des variables sont des nombres réels

(numériquement spécifiés).

1.5.3. Equations linéaires et systémes d’équations linéaires
Définition
Un expression linéaire en les variables z,, 2,, ..., z, est une expression du type .

cr.Zzi+crzpt ...t epzy(+¢)

oticy, €, ..., Cq €t ¢ représentent des constantes réelles.

C’est donc une expression dans laquelle chaque variable z; est multipliée par un nombre réel
ci (qui peut étre nul) et ol les ¢;.z; sont additionnées (les variables ne sont jamais multipliées

entre elles et chacune est élevée 4 la puissance 1).

Parfois, on considére qu’une constante réelle ¢ peut &tre ajoutée. Certains parlent alors
d’expression affine plutdt que d’expression linéaire. Dans ce cours, nous utiliserons le terme

« linéaire » dans les deux cas.
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Définition
On appelle équation linéaire toute équation dont les deux membres sont des expressions

linéaires.

Proposition
Toute équation linéaire a n variables z;, 7, ..., Z, est équivalente & une équation de la forme
a.z1tapz;pt+ ...+ az,=b

ou a, ay, ..., @ et b désignent des constantes réelles.

Lorsque le terme indépendant est nul ( b=0 ), on dit que I’équation est homogéne.

Définition
Un systéme d’équations linéaires est un systéme d’équations composé uniquement

d’équations linéaires

Proposition
Tout systéme de m équations linéaires a n variables zj, 7, ..., z, est équivalent & un systéme
de la forme :

au.Zl +a12.Z2 +...+aln.Zn - bl
azl.zl +a22-ZZ +...+32n -Zn = b2

aml.Zl +am2.Zz +...+amn.Zn = bm

Lestermes a; (i=1,...,m et j=1,...,n) sont appelés les coefficients des variables.
Lestermes b; (i=1,...,m) sont appelés les termes indépendants.

Lorsque tous les termes indépendants sont nuls, on dit que le systéme est homogéne.
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Exemple

Le systéme de 3 équations linéaires a 5 variables Y, C, T, I, G

Y=C+I+G
C=a+B.(Y-T)
T=vy+6.Y

est équivalent au systéme suivant :

.Y -1.C+0T-11-1.G=0

{ BY+1C+BT+0I+0.G=qa

| BY+0C+ LT+0I+0G=y

Remarques

1°) Les coefficients des variables peuvent étre regroupés dans un tableau ( 4 3 lignes et 5
colonnes )
1 -1 0 -1 -1
-1 B 0 O
-5 01 0 O

appelé matrice des coefficients des variables.

2°) Les termes indépendants peuvent étre regroupés dans un tableau ( 4 3 lignes et 1 colonne )

appelé matrice des termes indépendants.

Les matrices constituent un outil particuli¢rement utile pour

le traitement des systémes généraux d’équations linéaires.
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Chapitre I1 :

- Matrices et systémes
d’équations linéaires
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