Introduction

Il est courant, dans une étude d’aide a la décision, de devoir tenir compte de plusieurs
points de vue pour comparer l'attractivité relative des différentes actions susceptibles
de résoudre le probléme de décision considéré. Ainsi par exemple, suite & un appel
d’offres, il convient de comparer les réponses obtenues ( qui constituent dans ce cas
les « actions » ) en tenant compte de tous les points de vue ( criteres ) spécifiés dans
'appel d’offres.

Une telle comparaison n’est pas facile pour le(s) décideur(s) car, comme I'ont montré
les travaux de Miller (voir Miller, 1956), il est difficile pour I'esprit humain de traiter
simultanément plus de sept informations. Or, la comparaison de deux actions selon
quatre points de vue fait déja intervenir huit informations.

C’est la raison pour laquelle des procédures systématiques de comparaison des
actions ont été imaginées. Bien que ces procédures puissent prendre des formes
diverses, elles comprennent toutes :

une phase dacquisition, auprés du (des) décideur(s), dinformation
preférentielle

une phase d’exploitation de cette information préférentielle ( phase
d’agrégation ).

L’objet de cette these est I'étude de problemes mathématiques apparaissant au cours
de ces deux phases ainsi que la présentation d'un logiciel mettant en pratique les
solutions que nous y avons apportés dans le cadre d’'une méthodologie particuliere
d’aide a la décision: l'approche MACBETH ( Measuring Attractiveness by a
Categorical Based Evaluation TecHnique ).

Elle comporte deux grands chapitres correspondant aux deux grandes phases
évoquées ci-dessus.

Le premier chapitre consiste en I'étude, pour chaque mode de questionnement
introduit dans I'approche MACBETH, des structures mathématiques permettant de
représenter numériquement, sur base de régles de mesurage, linformation
préférentielle obtenue. Cette étude nous a conduit a concevoir




O d'une part, des algorithmes de détection des « inconsistances » pouvant
apparaitre dans les réponses du (des) décideur(s)
O d’autre part, des algorithmes de recherche de suggestions de modification

des jugements initiaux a soumettre au(x) décideur(s).

Nous présentons également dans ce chapitre quelques outils graphiques que nous
avons mis au point en vue de faciliter la discussion avec le(s) décideur(s) concernant
une représentation numérique particuliere ( échelle MACBETH ) de l'information
préférentielle disponible.

Le deuxieme chapitre concerne ce qu’'on appelle, dans le domaine de la décision, la
phase d’agrégation de linformation préférentielle. C’est dans cette phase que sont
spécifiées les regles selon lesquelles la comparaison globale ( c’est-a-dire en tenant
compte de tous les points de vue ) des actions est effectuée.

Il s’agit 1a d’'une phase délicate car des problémes de signifiance mathématique ( des
résultats des comparaisons globales ) peuvent apparaitre si la non-unicité des
représentations numériques de l'information préférentielle n’est pas correctement prise
en charge.

Aprés avoir explicité les grandes phases de la méthodologie MACBETH, nous
présentons, dans ce deuxieme chapitre, le cadre mathématique dans lequel nous nous
sommes placés pour garantir la correction des résultats des comparaisons globales
des actions.

Les divers algorithmes que nous avons mis au point sont expliqués et nous décrivons
aussi la maniere dont nous avons intégré ces idées nouvelles dans le logiciel que nous
avons réalisé en vue de pouvoir appliquer, en pratique, I'approche MACBETH.

Notre travail se termine par une bréve conclusion dans laquelle nous citons
notamment quelques applications réelles d’aide a la décision qui ont déja pu étre
réalisées grace a ce logiciel.



Notations

Nous noterons

A I'ensemble des actions potentielles ;

J la personne (qu’on appellera souvent « décideur ») qui souhaite les comparer ;
Z. 'ensemble des nombres entiers ;

IN 'ensemble des nombres entiers positifs ou nuls ;

IN*=IN\ {0}

INsi={s,s+1,...,t}={xe IN|s<x<t} ou s, telN avecs<t

IR 'ensemble des nombres réels ;

R, ={xeIR|x>0};

IR = IR\ {0}
IR =IR,\{0}
IR = IR, x IR,

IR™" I'ensemble des matrices réelles a m lignes et n colonnes.

Soient Ry, Ry et Rj trois relations sur un ensemble X .
On notera Ry Rac R3 lorsque
VXY zeX: [ xRiy et YRz = xR3z ]

( [R est transitive ] peut donc s’écrire [RRc R ], voire méme [R®cR] ).

Convention

On dira qu'une matrice A € IR™" est « non nulle » lorsqu’au moins un de ses
éléments est non nul. Dans ce cas, on notera A # 0.

On dira qu’'une matrice A e IR™" est « positive ou nulle » lorsque tous ses
éléments sont positifs ou nuls. Dans ce cas, on notera A > 0.




Chapitre 1 : acquisition d’une information préférentielle

Soit X un ensemble fini dont une personne (ou un groupe de personnes) J souhaite
comparer les éléments quant a leur attractivité.

Nous noterons n = #X et supposerons que n > 2.

Lors de comparaisons par paires d’éléments de X , un décideur n’éprouve
généralement pas beaucoup de difficultés pour formuler des affirmations telles que :
« je préfére x ay » ou « x est plus attractif que y ». Par contre, lorsqu’il est invité a
enrichir ce type d’information, il est plus malaisé pour lui de répondre a des questions
du type : la différence d’attractivité entre x et y est-elle plus grande que la différence
d’attractivité entre w et z ? Il semble cependant que la difficulté de cette question
provienne bien plus de la présence de 4 éléments dans sa formulation que du fait
gu’elle porte sur la notion de différence d’attractivité ( que I'on cerne aussi parfois en
parlant d’intensité de la préférence). D’éminents chercheurs tels que le professeur de
psychologie W. Edwards (Directeur de I'Institut de Recherche en Science Sociale a
I'Université de Californie du Sud et pionnier de l'aide a la décision aux Etats-Unis)
défendent I'idée que la différence d’attractivité est une notion introspective qui fait sens
pour beaucoup de personnes et sur laquelle les gens peuvent facilement s’exprimer
(voir D. Von Winterfefd and W. Edwards, 1986).

Dans l'approche MACBETH, trois modes de questionnement de plus en plus précis
(dont deux font intervenir la notion de différence d’attractivité) sont introduits pour
acqueérir de l'information préférentielle auprés de J. Le paragraphe 1.1 de ce chapitre
est consacré a la présentation de ces modes de questionnement et des types
d’'information que I'on peut en déduire.

Le paragraphe 1.2 traite du probléme de la représentation numérique de ces différents
types d’information.

Ces représentations numériques n’existent que si les réponses de J satisfont certaines
conditions de rationalité. Le paragraphe 1.3 traite de la « consistance / inconsistance »
de l'information préférentielle recueillie auprés de J .

Dans le paragraphe 1.4, nous abordons le probleme pratique du test de la consistance
de l'information préférentielle.

Que faire en cas d’inconsistance ? La réponse a cette question est I'objet des
paragraphes 1.5 et 1.6.

Quant aux paragraphes 1.7 et 1.8, ils présentent ce que I'on peut proposer a J en cas
de consistance.




Le premier chapitre se termine par le paragraphe 1.9 qui constitue un bref retour au
troisieme mode de questionnement présenté au 1.1 et explicite diverses simplifications
possibles de ce mode de questionnement.

Dans la suite de ce travail, nous noterons Aax(X,y) la « différence d’attractivité que J
ressent entre x ety ».

Signalons encore que, lors de la présentation des modes de questionnement, nous ne
mentionnerons pas systématiquement J, toutes les questions lui étant adressées.



1.1. Types d’information

1.1.1. Information de type 1

On appelle information de type 1, I'information préférentielle obtenue en adoptant le
mode de questionnement suivant, appelé mode de questionnement 1 (« de base ») :

V{x,y}cX (avecx#Yy):

on pose une premiére question Q1

Q1 : 'un des deux éléments est-il plus attractif que I'autre ?

La réponse R1 a cette question est a choisir entre :  « Oui »
<« Non »
et « Je ne sais pas ».

Si R1 = « QOui » , on pose une deuxieme question Q2

Q2 : quel élément est plus attractif que I'autre ?

La réponse R2 a cette question est a choisirentre :  «x» et «y».

Les réponses permettent de construire 3 relations binaires sur X :

une relation de préférence P={(x,y)e XxX| R1=«Qui» et R2=«x»},
une relation d’indifférence I={(x,y)e XxX | x=y ou R1=«Non»},
une relation d’incomparabilité ~ ? ={ (x,y) € XxX | R1 =« Je ne sais pas » } .

En d’autres termes,

P ={(x,y) e XxX | x est plus attractif quey},
I ={(x,y) e XxX | x n'est pas plus attractif que y et y n’est pas plus attractif que x } ,
? ={

(x,y) € XxX | x et y ne sont pas comparables quant a leur attractivité} .

Ce mode de questionnement assure que :

- P est asymétrique (Vxye X: (x,y)eP = (yx)eg P ),
- I est réflexive et symétrique ,

- ? estirréflexive et symétrique .

Ces propriétés nous semblent correspondre a des exigences minimales de rationalité
de la part de J.

Par contre, les cas de non-transitivité de P et de I seront détectés et feront I'objet de
discussions interactives avec le décideur.




Enfin, si nous notons P = { (x,y) € XxX |y P x },

nous avons évidemment ? = XxX \ (I UPUP™).

Par la suite, nous considérerons que

une « information de type 1 » sur X est une structure {P,1,? }ou
P, 1, ? sont des relations disjointes sur X
P est asymétrique
I est réflexive et symétrique

2=XxX\ (I uPUP™)

Conventions :
sixIy, ondiraque « la différence d’'attractivité entre x et y est nulle ».

six Py, ondira que « la différence d’attractivité entre x et y est positive ».

1.1.2. Information de type 2

On appelle information de type 2, 'information préférentielle obtenue en utilisant le

mode de questionnement suivant, appelé mode de questionnement 2
(« MACBETH ») :

¥ (x,y) € P:on pose la question

Q3 : la différence d’attractivité entre x et y est-elle : trés faible ?
faible ?
modérée ?
forte ?
trés forte ?

extréme ?

La réponse R3 a cette question doit étre « un ensemble de catégories successives »

Par exemple, si (x,y) et (zw) € P, J pourrait répondre que «la différence
d’attractivité entre x et y est tres forte » et que « la différence d’attractivité entre z et w
est faible a modérée ».

C’est ce mode de questionnement qui est utilisé dans I'approche MACBETH et auquel
nos exemples se référeront.

Cependant, dans ce travail, nous nous situerons dans un cadre plus général ou on
envisage non pas 6 mais Q catégories sémantiques (Q e IN\{0,1} ).



Le mode de questionnement 2 général est donc

v (x,y) e P:
Q3 : la différence d’attractivité entre x et y est-elle : di,
da,
da?

ou dy, dy, ... ,dq sont des catégories sémantiques définies de telle sorte que, si s<t,
une différence d’attractivité ds est moins forte qu’une différence d’attractivité d..

La réponse R3 a cette question doit étre de la forme « ds a d; », avec s <t
(la réponse « je ne sais pas » étant assimilée a la réponse « di a dq »).

On offre donc la possibilité d’hésiter entre plusieurs catégories successives.

Les réponses a ce mode de questionnement induisent une partition de P en
@ relations G; (1<i<j<Q) ou

Ci={(xy) e P | Aa(x,y) est «diad;»}
L’utilisation que I'on fera de ces réponses de J est la suivante :

lorsque [ ladifférence d'attractivité entre z et w est «djad, »,
la différence d’attractivité entre x et y est «dsad; »
et j<s]

nous considérerons que
[ la différence d’attractivité entre x et y est plus forte qu'entre z et w ]
ce que nous noterons : [ Aau(X,y) > Aat(z,w) ]
Mathématiquement, ceci peut s’écrire

Si [ xy)e Cst et (zw)e C; et j<s |,

alors [ Aai(X,y) > Aaa(z,w) ]

Les réponses au mode de questionnement 2 permettent donc de définir une relation
P¢ sur P :

P ={((x,y),(zw)) € PxP | 3i,j,s,te INjgaveci<j<s<t, (x,y) € Cs, (z,w) € Cj}




( (xy) P*(z,w) lorsque Aau(X,y) > Aan(z,W) ).

Le mode de questionnement utilisé assure que P¢ est asymétrique.

Signalons enfin que Csgs sera simplement noté Cs .

Par la suite, nous considérerons que

une « information de type 2 » sur X est une relation asymétrique P°¢ sur P

et nous adopterons la définition suivante:

une « information de type 1+2 » sur X est une structure {P,1,?, P°} ou
{P,I,?} estuneinformation de type 1 sur X

P° est une information de type 2 sur X

1.1.3. Information de type 3

On appelle information de type 3, I'information préférentielle obtenue en utilisant le
mode de questionnement suivant, appelé mode de questionnement 3 :

Y (x,y), (z,w) € P avec (x,y) # (z,w), on pose la question :

Q4 : sivous représentiez Aai(z,w) par un segment de longueur 1,
entre quelles valeurs situeriez-vous la longueur du segment

représentant Aau(X,y) ?

La réponse a cette question doit étre de la forme « entre a et B »
(ouoa,BelR,,aa<P) ou «jene sais pas ».

R . , A (X,
La réponse « entre o et B » a la question Q4 sera notée : o < Aa“(( y)) <B
att Z’
" N A (X,
Dans le cas particulier ou a =, on notera AaXY) = 0.
A (Z,W)

Sur le plan pratique, répondre a une telle question est certainement trés difficile. Le
mode de questionnement 3 ne devrait, a notre avis, étre utilisé que lorsque les
réponses aux deux autres modes de questionnement n'ont pas permis a J de
considérer son probléeme de décision comme résolu. Cependant, méme dans ce cas,




nous pensons qu’il est utile d’en envisager des simplifications en diminuant le nombre
d’éléments différents qu'’il fait intervenir ou en utilisant, parmi les 4 éléments, certains
« bien connus » (voir paragraphe 1.9).

Notons : IR, ={(a,B) e IR | o< B}

Les réponses de J permettent de définir une relation R® de (PxP) dans IR2, :

R"={ (((xy), (zw), (@B)) € PxP)xIR% | a < % < B}

Dans la suite, nous considérerons que

une « information de type 3 » sur X est une relation R de PxP dans IR?,<

et nous adopterons la définition suivante:

une « information de type 1+2+3 » sur X est une structure {P ,I,?, P, R"} ou
{P,I,?} estuneinformation de type 1 sur X
P°¢ est une information de type 2 sur X

R" est une information de type 3 sur X
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1.1.4. Exemple

Soit X = { aiy, ap, as, a4, as } un ensemble de 5 voitures que J doit comparer quant a
leur attractivité en ce qui concerne le confort. Nous supposerons avoir utilisé le mode
de questionnement MACBETH a 6 catégories.

Supposons que J ait dit que:

a; est plus attractive que as, a» est plus attractive que as, a; est plus attractive
que a;

a4 et as sont aussi attractives l'une que l'autre;

la différence d'attractivité entre a; et az est modérée;

la différence d'attractivité entre a, et a; est faible;

la différence d'attractivité entre a; et as est de tres faible a faible;

la différence d'attractivité entre a; et az est "deux a trois fois plus forte" que la
différence d'attractivité entre a; et a4 ;

la différence d'attractivité entre a, et a; est "deux fois plus forte" que la différence
d'attractivité entre a; et as .

On a alors:

P ={(azai), (ar,a3), (a,a4) }
I={(asas), (as,a4) , (a1,a1) , (A2,32) , (3,33) , (As,24) , (as5,a5) }

?= { (a15a5) ’ (3.2,33) ) (32,34) ’ (3.2,35) ) (a3’a4) ’ (3.3,35) ) (a5’a1) ’ (a3=a2) ) (a4’a2) ’
(as,a2) , (as,a3) , (as,as) }

Co={(azai)}
Cs ={(an,as) }
Ciz={ (a1,a4) }

P°={ ((a1,as),(az,a1)) , ((as,as),(as,as)) }

R’ ={ (((aras), (ar,a4)), (2,3)) , (((aza1), (ar,a4)), (2,2)) }

et aussi :

Ci=9, v (i) & {(2:2),(3,3), (1.2) }.
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Les relations I et Cj peuvent étre représentées par un tableau ou un graphe :

| I
Ve’ Ve’
a1 as as aa as o as
aq I C3 C12 ? Cz
Cs
do Cz | ? ? ? IQ
a1 aq
as 2 1| 2| 2 ? Ci2
a4 2 2 I | /
as
as | 2 | 2 | 2|1 |1 @I

Dans la suite, nous privilégierons la représentation sous forme de tableau (parfois
appelée abusivement « représentation matricielle ») et n’utiliserons des graphes que
dans des cas particulierement simples; en outre, nous «omettrons »

systématiquement de dessiner les « boucles » I, lourdes et inesthétiques, sur les
graphes.

12



1.2. Représentation numeérigue de I'information

1.2.1. Echelle de type 1

Supposons qu’on dispose d’une « information de type 1 » {P ,1,?} sur X.

Définition:

Une « échelle de type 1 » sur X relativea {P,I} estune fonction p: X — IR
telle que

VxyeX,[xXPy = ux)>uy)] et [xIy = pu(x)=u(y)] (1)

En d’autres termes, une échelle de type 1 est une représentation numérique de
'information de type 1, compte tenu des régles de mesurage (1), appelées « regles de
mesurage ordinales » .

Exemple : reprenons 'exemple 1.1. 4

ou P ={(azai), (a,as), (as,a4) } et (as,35) , (as,a4) €1
La fonction p : X — IR définie par
H(@s) =1 H@z)=2  H(ag) =0 p@)=0  pas) =0

est une échelle de type 1 sur X relativea {P,1}.

Notations :

- Cehi(X, P, 1) ={u:X— IR | pestune échelle de type 1 sur Xrelativea {P,1}}

- Lorsque X, P etI sont bien déterminés, &41( X, P, 1) sera simplement noté &e41 .

Définition:
Lorsque ?=¢ et b (X, P,1) %0,
- tout élément de Le44( X, P, 1) est appelé « échelle ordinale » sur X ;

- {P,1I,?} estappelée « information ordinale » sur X.

Propriétés :
1) [ P transitive, I transitive, PIcP, IPcP ]| = &4(X, P, 1) 0
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2) [ uelet(X,P,1) ]
= [V ¢ :IR— IR strictement croissante, pop € &ehi( X, P,1)]

3) Si?2=¢, [ P transitive , I transitive | & &esi( X, P, 1) #0
En d’autres termes,
Cehi(X,P,1) 20 < PuUI estun « préordre complet » sur X .

(le préordre complet est une structure mathématique modélisant I'idée de
rangement, avec possibilité d’ex aequo).

Démonstrations :
1) voir Roubens et Vincke, 1985, section 3.7.3
2) évident

3) voir Pirlot et Vincke, 1997, section 3.25 .

1.2.2. Echelle de type 2

Supposons qu’on dispose d’une « information de type 2 » P¢ sur X :

P° ={ ((x,y),(z,w)) € PxP | 31i,j,s,te INjqgaveci<j<s<t, (x,y) € Cs, (z,w) € Cjj }

={ ((xy).(zw)) € PxP | Aau(xy) > Aan(z,W) }

Définitions:

Une « échelle de type 2 » sur X relative a P° est une fonction p: X — IR telle que

Vxy,z,we X, [(XYy)Pe(zw) = px) - iy) > u(z) — p(w) ]

Une « échelle de type 1+2 » sur X relativea {P,I, P} estune fonction p: X — IR
telle que

- W estune échelle de type 1 sur Xrelativea {P, 1}

- VXY, z,we X, [(xy) P (zw) = W(X) - U(y) > H(zZ) — H(w) ]

ou encore, telle que
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VX, ye X, [xPy = pux)>uly)] et [xIy = px)=uly)]

VX Vy,z,we X avec xPy et zPw,

[ Aat(X,y) > Aar(z,W) = WU(X) - 1(y) > 1(2) — K(w) ]

En d’autres termes

Une « échelle de type 1+2 » sur X relativea {P,I, P°} estune fonction
u: X — IR telle que
VX, ye X, [xPy = p(x)>uly)] et [xIy = p(x)=p(y)]

Vi, j,s,teNig avec i<j<s<t, V(xy)e Cs V(z,w)e Gj,

H(X) - K(Y) > K(Z) — p(w)

(2)

Une échelle de type 1+2 est donc une représentation numérique de l'information de

type 1+2, compte tenu des régles de mesurage (1) et (2).

La regle de mesurage (2) est appelée « régle de mesurage sémantique ».

Exemple :  reprenons I'exemple 1.1.4

ol P ={(aza1), (ai,as) , (ai,a4) }
I ={(as,as) , (as,a4) , (ar,a1) , (a2,32) , (as,a3) , (as,24) , (as,3s5) }

P* ={ ((a1,as),(az,a)) , ((ai,as),(as,as)) }

1°) Lafonction p: X — IR définie par
H@i)=2 H@)=6  H@s)=-25 u@)=0 p@s)=0

est une échelle de type 1+2 sur X relativea {P,I, P° }.

En effet, H(@2) > p(ar) , H(@r) >p(@s), H@r)>p@s), H@s) = p(as)
et comme p(as) - W(@s) =4.5, W@i)-p@s) =2 et u@e)-p@l) =4,

on a bien H(@r) - K(@s) > p(az) - (@)
et H(@1) - p(as) > p(@r) - u(as)
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2°) Lafonction v : X — IR définie par

v(a1) =2 V(ag) =3 V(as) =0 v(a4) =0 v(a5) =0

est une échelle de type 1 sur X relativea {P,I }
mais n’est pas une échelle de type 1+2 sur X relativea {P,I, P° }.
En effet, v(az) > v(ar), v(as) >v(as), v(ai)>v(as), v(as)=v(as)

mais comme v(ai)-v(az) =2 et v(ai)-v(as) =2 ,

onn’apas v(ai)-v(as) > v(ar) - v(as).

Notations :

- Seha(X, P°)={p:X— IR | uestune échelle de type 2 sur X relative a P*}

= %1+2(X5P515Pe)=

{u:X—=IR| uestune échelle de type 1+2 sur X relativea {P,I, P°}}

- Lorsque X, P, I et P° sont bien déterminés, &41.2( X, P, 1, P°) sera simplement

noté 30/1«11.2.

Définition: lorsque 2 =0 et fe41.2(X, P, I, P°) %0,

- tout élémentde &e41.2( X, P, 1, P°) est appelé « échelle précardinale » sur X ;

- {P,I,?, P} estappelée « information précardinale » sur X.

Remarques .
Comme nous l'avons rappelé, I'existence d’une échelle ordinale est garantie par des
conditions simples et intuitives sur les relations P et I (préordre complet).

Par contre, les conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une échelle
précardinale ne faisant intervenir que les relations P, I et C; sont, de par leur
complexité, inapplicables dans le cadre du logiciel que nous avons élaboré (voir
Doignon, 1987).

Cette différence aura pour conséquence que le test de [ 41 # ¢ ] sera

fondamentalement différent du test de [ &4142 # ¢ ] (voir paragraphe 1.4).
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1.2.3. Echelle de type 3

Supposons qu’on dispose d’'une « information préférentielle de type 3 » R® sur X :

A (X, Y)
A (Z,W)

R"={ (((xy), (zw)), (B)) € (PxP)xIR% | a < < B)

Définition:

Une « échelle de type 1+2+3 » sur X relativea {P,I, P*,R"} estune fonction

H:X— IR telle que
VX, ye X, [xXPy = pux)>uly)] et [xIy = ux)=nuly)] (1)

Vi j,s,teNig avec i<j<s<t, V (x,y) € Cg, V (z,Ww) € Cj,

H(X) - 1(y) > WU(Z) — pu(w) (2)
v ((y), @w) , (@B)) e R®, o< HXZHY) g 3)
W(z) —p(w)

Exemple : reprenons I'exemple 1.1.4,

ol P ={(axa1), (ai,as) , (ai,as) }
I ={(as,as) , (as,as) , (ar,a1) , (a2,32) , (as,a3) , (as,24) , (as,as) }
P*={ ((a1,a3),(az,a1)) , ((ar,as),(as,asq)) }

R’ ={ (((ar,as), (ar,a4)), (2,3)) , (((aza1), (ar,a4)), (2,2)) }

La fonction p: X — IR définie par
@) =2 p@)=6  p@s)=-25 Was)=0 p@s)=0
est une échelle de type 1+2+3 sur X relative a R".

Nous avons déja vérifié auparavant que p est une échelle de type 1+2.

Comme (@) - u(as) =4.5, p@)-u@) =2 et pa) - u(ar) =4,

on a aussi 2sws3 et <

k(@) -ua@,) K(a;)-ua,)

Notations :
= M1+2+3(XJPJIJ Pe:Rb)

={p:X = IR | pestune échelle de type 1+2+3 sur X relativea {P,I, P*,R"}}
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- Lorsque X, P, I, P° et R" sont bien déterminés, &41.2.3( X, P, I, P*,R") sera

simplement noté &e41.2.3.

Définition :

?2=¢
Lorsque &ohiiaes # 0
VU e b, daclR*,Ibe IR: p=ay+b

nous dironsque {P,I,?, P°, R"}estune « information cardinale » sur X

Dans un tel cas,

tout élément de &h1.2.3( X, P, I, P*, R") est appelé « échelle cardinale » sur X .

Proposition 1

Si  {P,I,?=¢, P, R"}estune « information cardinale » sur X,

alors V x,y,z,we X avec (zw)g I et VU, € Coh1ias,

HOX) —Hly) (X)) - (y) )
Wz)-p(w)  Wo(z)-p(w)

Démonstration :

soient x,y,z,we X avec (zw)egI et p,u e Cohiios.
Comme {P,I1,?=0, P, R"} est une information cardinale,
JaelR*,3be IR: p=ay+b

et (*) est évident. O

Remarque : lorsqu’on dispose d’une information cardinale {P,I,?=¢, P°,R"} sur

X, il est donc possible de positionner les éléments de X sur une droite verticale de
telle sorte que

19V x,ye X, xPy < x estsitué au-dessus de y

xIy <& x estsitué ala méme position que y
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29V Xx,y,z,we X avec (zw)e¢ I,

dix,y) _ p(x)—u(y) YV Ue Lohrias

dizw)  W(z)-p(w)

( d(x,y) est la distance séparant les points représentatifs de x et y).

Proposition 2

Supposons que J ait positionné chaque élément de X sur une droite verticale de telle
sorte que :

19V X, ye X, xPy < x estsitué au-dessus de y
xIy <& x estsitué ala méme position que y

2°) les distances relatives apparaissant entre les points représentatifs des
éléments de X traduisent les différences relatives d'attractivité que J
ressent entre ces éléments.

Par exemple, on lit, sur le dessin ci-contre, que

- XPy
yy X
- zPw
Ag(Xy) _ dxy) 6y)
Agw(z,w)  d(z,w)
A 4 y
ce qui, dans notre formalisme, peut s’écrire
d(xay) d(X,Y) b
€ R
((boy), @) (G )
A Z
d(z,w)
A 4 w

Soient H et L 2 éléments de X tels que H est situé au-dessus de L.
Si P‘=0¢

b d(x,L) d(x,L)
et R—{«w¢»m¢»w(HL HU)MXPL}
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alors {P,I1,?, P°, R" } est une « information cardinale » sur X .

Démonstration: Soit ry et r.e IR telsque ry>r.
d(x,L) . |xau-dessusdelL
rL+dHL .(FH-FL) Si . . L
Soit 111X = IR: x = p(x) = (H,L) X au méme niveau que
d(x,L) .
r. - .(ry-r) si xendessousdel
TR
(onaalors p(L)=r_
7'y H — ry
et pH)=ru).
X = .+ dx.L) (rg-r)
L .-
d(H,L) 1 dHL)
d(x,L)
\ 4 A\ 4 L N rL
a) Comme chaque élément de X a été positionné sur la droite, il est évident, d’apres

les définitionsde P, I et , que

- VX, yeX: [xPy = pXx)>puly)] et [xIy = p(x)=pu(y)
- ?=0

Donc p est une échelle de type 1

d(x,L) d(x,L) b
b) Vv L), (HL)), : R
) v (b HD) L (g g )
on doit avoir M LG = d(x, : c'est évident par définition de .
u(H)—w(L)  d(H,

Donc p est une échelle de type 1+2+3, donc &el1a243 # 0 .

39 llreste a prouverque V W € &eh1io3,3ac IR*,Ibe IR: p=ap+b
Soit |J.‘ € %14.24.3 .

Vv x € X (on suppose que x P L, la démonstration étant analogue dans les autres cas)
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ona W) -p(L) _ dxLl)
w(H)-w(L) dHL
donc W) —p(L) _ px)—u(l)
WH-p (L)  pH)-plL
q iy = H(H) —(L) W (H) —u
one ST T M T
Il suffit donc de prendre  a = ® H-1h)
u(H) —u(L)

21
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1.3. Consistance - inconsistance

1.3.1. Définition de l'inconsistance

Définition :

Une information préférentielle {P,1,?, P*,R"} sur X est dite « consistante »

lorsque  &ohri2.3( X, P, I, P°,R”) # ¢

Dans le cas contraire, nous dirons que l'information préférentielle {P,I,?, P*,R"}
sur X est "inconsistante".
L’information de type 1+2+3 {P,I,?, P°, R} est donc inconsistante lorsqu’elle est

incompatible avec la construction d’une échelle de type 1+2+3 . Dans un tel cas, il est
important de

- le détecter et le signaler au décideur J (voir paragraphe 1.5) ,
- lui en expliquer l'origine et lui proposer des modifications qui rendraient ses

jugements « consistants » (voir paragraphe 1.6).

Dans ce paragraphe, nous définirons trois grands types d’inconsistance.

Nous y utiliserons la notion de prolongement d’'une information préférentielle que nous
définissons comme suit :

{P',I',? } estun « prolongement » de la structure de préférence {P, 1, ?}

lorsque PcP etlIcl

P' est asymétrique

I' est symétrique

27=XxX \ (I' UP'UP'")

1.3.2. Premier type d'inconsistance :

gc/u(X,P,I) =0

Les jugements de J sont tels qu'il n'est pas possible d'associer a chaque élément x
de X unnombre p(x) de maniéere a satisfaire la condition ordinale.
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Dans ce cas, les jugements de J sont tels qu'aucun prolongement {P',T', ?° = ¢ } de
l'information { P , I , ? } ne constituera une information ordinale, c’est-a-dire ne
permettra de ranger les éléments de X par "ordre d'attractivité" .

Dans une telle situation, on parlera d’ « inconsistance de type 1 ».

Le logiciel MACBETH mentionnera dans ce cas "pas de rangement".

Ce type de situation se produit notamment lorsque J déclare, pour trois éléments x, y
etz de X, que:
xIy, yIz et xPz

ou xPy,yPz et zPx (cycle dans P)

1.3.3. Deuxiéme type d'inconsistance :

Cohi(X,P, 1) =0 et CehnoX,P,I,P°) =0

Les jugements de J sont tels qu'il existe une échelle de type 1 mais qu’il n’existe pas
d’échelle de type 1+2.

Ce type d’inconsistance sera appelé « inconsistance de type 2 ».

Dans une telle situation, on peut songer a distinguer 2 « sous-types » d’inconsistance :
I « inconsistance de type 2-a » et |’ « inconsistance de type 2-b » .

1.3.3.1. Définition de I'inconsistance de type 2-a

Nous dirons que nous sommes en présence d'une « inconsistance de type 2-a»
lorsque les jugements de J sont tels que
- il existe une échelle de type 1 mais

- il existe (au moins) un conflit entre jugements comparatifs (de type 1) et jugements
sémantiques (de type 2) qui fait qu'il est impossible de satisfaire a la fois la
condition ordinale et la condition sémantique .

De tels conflits se rencontrent essentiellement dans quatre types de situations, lorsque
3x,y,ze X tels que:

- xPy,yPz,xPz et (y,2) P° (X,2)
(on devrait avoir p(x) > u(y) et p(y)-u(z) > u(x)-p(z) , ce qui est impossible) ;
y
2N
X z
Ci

par exemple :

23



ou
- xPy,yPz , xPz et (xy) P°(x,2)

(on devrait avoir p(y) > u(z) et p(x)-p(y) > H(x)-p(z) , ce qui est impossible)

par exemple : y

N
X z
Cq

ou
- xly,yPz,xPz et (x,2) P°(y,2)

(on devrait avoir p(x) = u(y) et p(x)-p(z) > p(y)-u(z) , ce qui est impossible)

P

X z
Ci

par exemple :

ou
- xly,zPy,zPx et (z,x) P°(z)y)
(on devrait avoir p(x) = u(y) et p(z)-pu(x) > u(z)-u(y) , ce qui est impossible)

>N

X z
C1

par exemple : y

Une définition rigoureuse de I’ « inconsistance de type 2-a » pourrait étre :

information { P, I, ?, P‘} présente une « inconsistance de type 2-a »

lorsque
Cehi(X,P, 1) = ¢ et  LhoAX,P,1,P°) =9
et
AP*cP,I*cI,P>c P°,I*réflexive et symétrique telles que

Ceha(X,P*) 20 et Coho X, P T*,P*)=¢
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La derniéere ligne traduit I'existence d’'un conflit entre jugements de type 1 et jugements
de type 2, que 'on aitou non &eaa (X, P*)=¢.

1.3.3.2. Définition de I'inconsistance de type 2-b

Nous dirons que nous sommes en présence d'une « inconsistance de type 2-b »
lorsque les jugements de J sont tels que

- il existe une échelle de type 1

- il n'y a aucun conflit entre jugements comparatifs et jugements sémantiques mais

- il existe (au moins) un conflit entre jugements sémantiques qui fait qu'il est
impossible de satisfaire la condition sémantique .

Un exemple d'un tel conflit est le suivant :

y
XPy,xPw,yPz, wPz,xPz,yPw, /) K
(x,y) € C1, (y,2) € Gz,
X z
(x,w) e Csz, (w,z) € C>. P
Cs Co
w

Dans un tel cas, la condition sémantique ne peut pas étre respectée ; en effet, on

H(X) - u(w) > ply) - u(z) (1)

devrait avoir {
H(w) - 1(z) > p(x) - u(y) (2)
ce qui est impossible puisque ces inéquations peuvent encore s’écrire :

{ H(X) - (W) - p(y) +p(z) >0
H(X) - (w) - u(y) +u(z) <0

Par contre, on vérifie aisément que les deux systémes suivants sont compatibles :

H(X) - 1(w) > p(y) - u(2) (1) H(W) - 1(z) > (x) - u(y) (2)
H(x)-u(y) >0 H(X)-u(y)>0
H(X) - u(w) >0 H(X) - u(w) >0
u(x)-u(z)>0 H(x)-u(z)>0
u(y)-u(z)>0 u(y)-u(z)>0
u(w) -p(z)>0 H(w) - u(z)>0
H(y) - u(w) >0 H(y) - u(w) >0
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puisqu’une solution du premier est H(X) =4, u(y) =2, p(w) =1 etp(z) =0
et qu’une solution du second est H(X) =4, u(y) =3, p(w) =2 et u(z) =0 .

On n’est donc pas dans un cas d’inconsistance de type 2-a.

Une définition de I' « inconsistance de type 2-b » pourrait étre la suivante :

information { P, 1, ?, P°} présente une « inconsistance de type 2-b »
lorsque
Cehi(X,P, 1) = ¢ et et X, P, 1, P) = ¢

et

VP *cC P [ Coha(X,P*) # ¢ = &hia X, P,I,P.*) # ¢]

On remarquera que, dans un tel cas, on a nécessairement &e42( X, P°) = ¢.

1.3.3.3. Inconsistance de type 2-a et inconsistance de type 2-b en cas d’information

préférentielle partielle (?# ¢)

A laide d'un exemple, nous allons montrer combien une décomposition de
I'inconsistance de type 2 en deux cas distincts pourrait étre source de confusion dans
I'esprit d’'un décideur lorsqu’on traite une information préférentielle partielle (? # ¢ ).

Supposons que X={x,y,z,w}etque J ait formulé les jugements suivants :
XPy,xPw,yPz, wPz,xPz / \
(Xsy) € C1 ) (y,Z) € C1 )
(X!W) € CZ y (W,Z) € CZ \ /

On peut vérifier aisément que I'on est en présence d’'un cas ou il est impossible de
satisfaire la condition sémantique, donc d’'un cas d’inconsistance de type 2-b si I'on
adopte les définitions précédentes.

Mais lorsque nous envisageons toutes les possibilités de compléter I'information de
type 1, a savoir yPw ou wPy ou wIy, on observe que, quel que soit le
prolongement adopté, on sera en présence d’un cas d’inconsistance de type 2-a!
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Pour éliminer cette source de confusion et intégrer, dans notre logiciel, cette distinction
entre inconsistance de type 2-a et inconsistance de type 2-b, il aurait évidemment suffi
d’introduire la notion de prolongement dans nos définitions :

linformation { P, I, ?, P°} présente une « inconsistance de type 2-a »

lorsque

Cohi(X, P, 1) 26 et CohoX,P,I,P) =6

et

V préordre complet { P',I', ?° = ¢ } prolongementde { P, 1, ? },
AP*cP ., I"cI',P.*c P°, I* réflexive et symétrique telles que

Eoho X, PH) % et Eoha X, P T PF) = ¢

et

'information { P, I, ?, P°} présente une « inconsistance de type 2-b »

lorsque
Cohi(X, P, I) 20 et &CohuoAX,P,I,P) =0
et
3 un préordre complet {P',I',?'=¢} prolongementde {P,I,?} tel que

VP *cC P i [ Lha(X,P*) 2 0 = Cohraa X, P, T, P.*) # ¢]

Signalons que, sur le plan pratique, nous n’avons pas jugé utile d’introduire une telle
distinction a caractere mathématique dans notre logiciel.

27



1.3.4. Troisieme type d'inconsistance :

Coha( X, P, 1, P°) 20 et Lehraa(X,P, I, PR = 0

L’information préférentielle fournie par J est telle qu'il existe une échelle de type 1+2
mais qu'’il n’existe pas d’échelle de type 1+2+3.

Un exemple tres simple d'un tel conflit est le suivant ou, pour 3 éléments X, y et z de X,
J déclare que :

xPy,yPz xPz

(x,y) € Co2
(y,z) € Cs3
04 < M <05
Aatt(x’z)
On devrait donc avoir :
H(X) > u(y) 5 1Y) > J(zZ) , 1(X) > u(z) (1) (car xPy,yPz,xP2)
H(X)-K(Y) < 1(Y)-1(2) (2)  (car (xy)e Cz et (y,z) € Cs)
et
0.4 [U(X-HEZ)] < py)uE) < 05 [pXu@)]  (car 04 < ~alPZ) o5
A (X,2)

IN

donc p(y)-u(z) < 0.5 [H(X)-K(y) + 1(y)-1(2) ]

donc p(y)-K(z) < W(X)-K(Y) (3)
On constate que (2) et (3) sont contradictoires.

Ce troisieme type d’'incompatibilité sera appelé « inconsistance de type 3 ».

La détection de ces trois types d'inconsistance fera I'objet du paragraphe suivant, ou
nous exposerons les différentes procédures (successives) mises au point afin de
tester I'information fournie par J.

Quant aux traitements des trois types d'inconsistance, ils seront détaillés dans les
paragraphes 1.5 et 1.6.
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1.4. Test de la consistance de I'information préférentielle

Supposons que X={ay, az, ..., an }.

Lors du processus interactif de questionnement du décideur J, a chaque modification
des jugements, nous testons si ses réponses sont consistantes, c’est-a-dire
compatibles avec I'existence d’'une représentation numérique obéissant aux regles de
mesurage détaillées au paragraphe précédent.

Le test de la consistance des différents types d’information commence par un prétest
(noté PRETEST) afin de

- détecter la présence (éventuelle) de cycles dans la relation P
et

- ¢s’il n’y a pas de tels cycles, permuter les éléments de X de telle sorte que, dans
le tableau des jugements, toutes les « cases P ou C; » sont situées au-dessus de
la diagonale principale.

Lorsque ce prétest n‘aura pas détecté de cycles dans P , nous distinguerons 2 cas
pour tester la consistance de l'information de type 1 {P,I,?}:

- si ? # ¢ (information préférentielle « incompléte »), nous ferons appel a un
programme linéaire de test noté PL-test;;

- si ? = ¢ (information préférentielle « compléte »), nous utiliserons une méthode

(notée DIR-test;) qui, non seulement, ne fait pas appel a la programmation linéaire
mais, en outre, présente 'avantage de pouvoir étre associée a une visualisation
trés simple d’un rangement éventuel dans la représentation des jugements sous
forme de tableau.

Lorsque linformation préférentielle de type 1 se sera avérée consistante, on testera la
consistance de linformation préférentielle de type 1+2 {P ,1,? , P, }, a 'aide d'un
programme linéaire, que nous noterons PLo-testy,».

De méme, I'éventuelle inconsistance de I'information préférentielle de type 1+2+3 sera

détectée par un programme linéaire, que nous noterons PLo-test,2.3.

Cet enchainement de procédures de tests de l'information préférentielle peut étre

schématisé comme suit
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cycles
dans P

PRETEST

Eohi =

A 4

tester info type 1
sans prog. lin.
DIR-test

tester info type 1
par prog. lin.
PL-test.

inconsistance

consistance

Sl # O b # ¢

tester info type 1+2 inconsistance
par prog. lin. > Cohii2=¢
PLo-testq.2

consistance

%14-2 * d)

!

tester info type 1+2+3
par prog. lin.

inconsistance

Cohrs2ez = 0

\ 4

P LO'-teSt1 +2+3

consigstance

gc/;ums =0
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1.4.0. « Prétest » de l'information préférentielle

Notre prétest est basé sur la propriété suivante :
soit X*c X ;
si Vxe X*,dye X*telque xPy,
alors 3 Xy, Xa,..., Xp € X* telsque x1 Pxo2P ... P x, P x4 (cycle)

(évident car #X est fini).

Le prétest consiste a chercher une permutation ¢ : INy , — IN; , telle que

Vije Nini[i>] = ag) ¥ agp]

Pour tenter de permuter les éléments de X, nous procéderons comme suit :
19s <« n
2°) parmi ay, ay, ..., as , trouver a; qui n’est préféré a aucun autre :
si a; existe, aller en 3°) ;
sinon, renvoyer FAUX ( &#1 = ¢ , d’aprés la propriété ci-dessus) ; terminé.
3°) permuter a; et as ;
4°s « s—1:
si s =1, renvoyer VRAI ; terminé.
sinon, aller en 2°).

Nous avons nommé PRETEST cet algorithme de détection de cycles dans P et de ftri
des éléments de X.

Exemple :
supposons que X = { a4, az, as, a4 } et que J ait formulé les jugements suivants :
al as ad ad
al tr. faible ? ?

ad v v - farte
BN ;| fimod -

Les termes « tr. faible » en ligne a; — colonne a, signifient que J a ditque a; P a; et

que (as,az) € Cy.

Les termes « fai-mod » en ligne a4 — colonne a, signifient que J a ditque a4 P a, et
que (as,az) € Cos.

etc...
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Apres I'application de TRy, le tableau des jugements devient :

al ad ad as

al 7 7 tr. faible

as ? - farte ¥
ad | 7 - e

1.4.1. Information de type 1

Dans la suite de ce paragraphe 1.4, nous supposerons que le PRETEST n’a pas
détecté de cycles dans P et que les éléments de X ont été renumérotés de sorte que

Vije Nin:[i>]= a ¥ a]

(afin d’éviter d’alourdir les notations par I'introduction de la permutation o).

L'information de type 1 est consistante si &e41 # ¢, c’est-a-dire

si 3p:X— IR telle que
Vxye X, [xPy = ux)>uy)] et [xIy = px) =u(y)] (1)

Nous distinguerons 2 tests de [&#41 # ¢ ], selon que linformation de type 1 est
compléte ou non.

1.4.1.1. Information incompléte de type 1 (?2 #06)

Soit le programme linéaire PL-test; , ou

- dmin €st une constante strictement positive arbitraire (pour garantir les inégalités
strictes)

- les variables xy, Xs,..., X, représentent les nombres u(ai), p(@z), ... , H(an) qui
doivent satisfaire aux conditions (1) pour que p soit une échelle de type 1 :

PL-test,
Variables : X1, Xo,..., Xn
Min X1
sous
V(a,a;)eP X, —X; 2d,

v(a,a;)el aveci<j, x;,—-x;=0
VielN,, X; 20

La fonction objectif « x4 » est évidemment arbitraire.
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Il est trivial que :

et # 0
=
PL-testy n'est pas contradictoire

Cette méthode brutale de test n’est certes pas la plus élégante mais elle présente
'avantage d’étre applicable dans le cas d’'une information incomplete (? # ¢).

1.4.1.2. Information compléte de type 1 (? =¢)

La proposition suivante nous dit que, lorsque ? = ¢ et que les éléments de X ont été
renumérotés apreés application du PRETEST , il existe un test trés simple qui permet
de vérifier si P U I est un préordre complet sur X.

Proposition :

Si Vi, je INi, aveci<j, (a,a)c PUI,
alors
P U T estun préordre complet sur X

=

vVs<i,Vtx], a,Pa,
Vi je INi, aveci<j :[aPa = ]
ds:i<s<j-1 et a,Pa,,

En pratique, ceci signifie qu'on dispose d’un rangement lorsque les « cases » du
tableau des jugements ou figure un «P» forment un « escalier » dont chaque marche
s‘appuie, au moins en partie, sur la diagonale principale de la matrice (C’est cette
méthode de test que nous avons notée DIR-test; dans notre schéma).

Par exemple :

al [ a2 | a3 | a4 | &b al | a2 | a3 | ad | &6

al al

2| NN 2| [RERLe
= [RERLe = NSNS
N i

ad ad

a5 ah

rangement pas de rangement
(semi-ordre)
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Démonstration :

Supposons donc que Vi, je INi, aveci<j, (a,a) e PuUl (donc ?=¢).

1°) Supposons que P U est un préordre complet sur X
Soit i,je INy, aveci<j et aPa.
-soient s<i ettxzj:ona as(Pul)aPa(Pul)a;,donc asP a

- démontrons par 'absurde que 3s telque i<s<j-1 et as P ag,1.

Supposons que : Vstelque i<s<j-1, ag /P/as+1
donc Vstelque i<s<j1, as I as.

donc a; Ia;:absurde

2°) Supposons que
Vvs<i,Vt>], a,Pa,
Vi,je Njn aveci<j:[aiPa = ]
ds: i<s<j-1 et a,Pa,
Soient a;, g, ane X (oui<j<h).
Démontrons que : [si aiPaPan, alorsaPan] et [si ailalan, alorsaIan]

- supposons que a; P a; P ay.

Comme aiPaj et h>j,onadonc aPay.

- supposons que a; I g I an.
Onadonc ajla1I...1a.413; (sinon, par hypothése, on aurait a; P a))
De méme, ajIa.1I...I1an1Ian (sinon, par hypothése, on aurait a; P ap)
Démontrons par I'absurde que a1 ap .
Supposons que a; P a; .
Par hypothése, onadonc Is telque i<s<h-1 et as P ag,.
Si s< j-1, comme i<set j>s+1,onadonc a;P a;: absurde.

Si j<s, comme j<set h>s+1,onadonc g P a,: absurde.
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1.4.2. Information de type 1+2

Nous avons vu qu’une échelle de type 1+2 sur X relatve a { P, I ,P°} est une

fonction p: X — IR telle que :

vV (xy)el, WX =puly) (1)
vV (xy)e P, u(x)>uly) (2)

Vi j,8,te INjg avec i<j<s<t V(xy)e Cs, V (z,w) € Cj,

H(X) - ;1(Y) > K(2) — K(w) (3)

Par défaut, la consistance de linformation est testée a chaque modification des
jugements. La procédure de vérification peut étre décomposée en deux grandes
étapes :

- une premiére étape, que nous avons détaillée ci-avant, ou I'on examinera la
consistance de la seule information { P ,1,?};

- une deuxieme étape (si l'information { P , I , ? } est consistante) ou I'on tiendra
compte de l'information P° .

C’est cette deuxieme étape que nous allons maintenant expliciter.

Tester I'information de type 1+2 peut se faire a I'aide d’'un programme linéaire, que
nous noterons PL-test;,2, ou

- dmin est une constante arbitraire > 0 (pour garantir les inégalités strictes) ;

- les variables x1, Xa,..., X, représentent les nombres p(a+), p(az),..., u(an) qui doivent
satisfaire aux conditions (1), (2) et (3) pour que p soit une échelle de type 1+2 :

PL-test1+2
Variables : X1, Xo,..., Xn
Min X1
sous
( vV (apa)e I avec p<r, Xp—Xr=0 (t1)

9 Vij,s,te INjg avec i<j<s<H,
v (ap,ar) € Gj, V (ay,av) € Cst, Xu = Xv = Xp — Xr + Qmin (t3)

Vie Nig, x>0
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Remarquons que les contraintes de positivité des variables x1, Xo,..., X, dans PL-test,
et PL-testi,2 ne nuisent en rien a la généralité des tests, étant donné que toutes les
contraintes vraies ne font intervenir ces variables que par lintermédiaire des
différences de deux de celles-ci et pourront donc toujours s’écrire sous la forme

[ fonction linéaire des (xi-X;) ] < constante (ou ... =constante)

Cependant, ce n'est pas PL-testi,> que nous utilisons pour tester la consistance de
'information de type 1+2, mais un autre programme linéaire que nous présenterons
plus loin, basé sur des conditions (dites « a seuils ») équivalentes aux conditions de
mesurage (1), (2) et (3).

Nous allons maintenant énoncer ces conditions « a seuils » et montrer en quoi elles
peuvent permettre d’élaborer un test plus « efficace » que celui que nous venons de
présenter.

1.4.2.1. Conditions de mesurage « a seuils »

Lemme :soitp: X — IR

W satisfait aux conditions (1) , (2) et (3)
=

3 Q«seuils» 0<o01<02<...<0q tels que

vV (xy) e I, u(x)=u(y) (1)
Vi,je INyq avec i<j, v (x,y) € G, Gi < M(X) - u(y) (2))
Vi, je Nig1 avec i<j, v (xy) € Gjj, H(X) - p(Y) < Ot (3)

Deémonstration :

< esttriviale ;

= est un peu moins évidente puisqu’il faut préciser les seuils 61, o, ..., 0q :
Supposons que P=¢ et P =¢ (sinon, il n’y a rien a démontrer).
Soitip=min{ie INyq|3javec Cj= ¢ }.
Prenons o, = % min { W(x)—pu(y) | j=ioet (xy) e G, }

(on abien o, >0 puisque P est fini et non vide) .

.. i
Prenons, vV 1<i<iy, 0j= —0;
I0

(donc 0<o1<02<...<0, ).
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Soit € =é min { u(x)-u(y)-u(2)+uWw) [ (xy).(z,w)) € P*}

Vie{ip,...,Q},notons
Gi={uX)-uly) lo<j<i et (x,y) € Gj}

Di={ux)-u(y) [i<j=<Q et (xy) e Gy}

Pour i=ipg+1,...,Q, faire:
Si Gi.i#¢ et Di# ¢, prendre o= % ( max Gi.y + min Dy)

Si Gt #¢ et Di=0, prendre 6i=max Gi.1 + €
Si Gi.i=0 et Di#¢, prendre ci=minD;-¢

Si Gi.i1=0 et Di=0, prendre ;=01 +¢€

Pourquoi utiliser les seuils ?

Lorsqu’on décide d'utiliser les seuils o;, il faut compléter les inéquations (2°) et (3’) par
Q inéquations supplémentaires garantissant que

O<o1<02<...<0Q (4)

Cependant, comme nous allons le voir, cette petite augmentation du nombre de
contraintes sera largement « compensée ».

Supposons que #GCj=0 Sii#]j (pour ne pas alourdir les notations) ,
notons  ri=#GC; VielNiq
et calculons le nombre d’'inéquations (2), (3), (2) et (3’) :

« sans seuils » « avec seuils »
Q . yd . Q " yd .
2.r. inéquations (2) 2. 1. inéquations (2
i=1 i=1
Q-1 Q . . Q-1 . .
2 er inéquations (3) r.inéquations (3’)

i S -

1l
-

Q inéquations (4°)

Si 'on suppose que Vie Niq,n>0,

Q-1

le nombre d'inéquations (3) peut étre réduit, sans restriction,a > r r_,enne
i=1

i+17?

considérant que les inégalités relatives aux catégories voisines.
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Nous en avons tenu compte dans I'exemple suivant :

Si Q=6 ,nNn=9 ,ri=r=...=r=6 ,

on aura,

- d'une part, 216 inéquations (2) et (3)

- d'autre part, 72 inéquations (2'), (3’) et (4').

Méme si la formulation "a seuils" nécessite |'utilisation de 6 variables supplémentaires
(5 suffiraient), le gain important en termes de nombre de contraintes est évident.
Aussi, nous préférerons utiliser systématiquement ces Q « seuils » dans les différents
programmes linéaires que nous envisagerons dans la suite.

1.4.2.2. Test de l'information de type 1+2

Le programme linéaire PLo-testq,2, basé sur les conditions de mesurage (1), (2°) et
(8’), est le suivant :

PLo-test.,»

i

Min X4
Sous

Variables : x4, Xo,..., Xn , 01, O2,..., 0Q

V(ap,a)e I avec p<r, Xp—Xr=0

Vi, je INjq1 avec i<}, V (ap,a) € Gj, Xp—Xr < Gj1 - Amin

(t1)
(t2')

(t3)

dmin < G4 (t4’)
Vie |N2,Q , Gi-1 + dmin < G (’[5’)
Vie N, Xi=0
Vie INiqg, =0
Il est trivial que
%1+2 # ¢
=

PLo-testy,2 nest pas contradictoire
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Les contraintes (15°) garantissent les inégalités strictes figurant dans les conditions
Vi,je INiq avec i<j, v (x,y) € Gj, Gi < H(X) - u(y) (2)
Vi, j€ INyq1 avec i<j, v (x,y) € Gy, H(X) - U(Y) < Ojs1 (3)

puisque dmin > 0.

1.4.3. Information de type 1+2+3

Soit le programme linéaire PLo-tests,2.3 , 0U dmin €St une constante strictement

positive arbitraire :
PLc—test1 +2+3

Variables : x1, Xo,..., Xn , O1, Oo,..., 0Q
Min x4
sous
V(ap,ar)e I avec p<r, Xp—Xr=0 (t1)
Vi, je INjq1 avec i<}, V (ap,a) € Gj, Xp—Xr < Gj1 - Amin (13)
dmin < o1 (t4)
Vie |N2,Q , Gi-1 + dmin £ G (t5’)
A ( (an,as), (apay) , (o,p) ) e R, o (Xt — Xu) X —Xs < B (Xt — Xu) (t6)
Vie INin, Xi=0
Vie Nigqg, 6i>0
Il est trivial que
Cohsoz £ O
=S

PLo-testq,2,3 N'est pas contradictoire
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1.5. Traitement des inconsistances de type 1+2

Dans les paragraphes précédents, nous avons précisé les différents types
d’inconsistance que l'on peut détecter dans les réponses du décideur lors du
processus interactif d’interrogation, si 'on exige que ses jugements soient compatibles
avec une représentation numérique obéissant a certaines regles assez intuitives
("conditions de mesurage").

Une fois ces inconsistances détectées, il est important de montrer au décideur
pourquoi ses jugements sont inconsistants et de lui suggérer des modifications qui
pourraient les rendre « consistants ».

Nous envisagerons, dans ce paragraphe, le traitement des inconsistances qui sont
« de type 1 ou de type 2 », sans distinction, c’est-a-dire des cas ol 41,2 = ¢. Nous
dirons dans la suite qu’il s’agit d’'inconsistances « de type 1+2 ».

Les inconsistances de type 3 seront, elles, abordées dans le paragraphe suivant.

Lorsque &e41.2 = ¢, il convient de montrer au décideur (dans cet ordre ou non) :

- un ou plusieurs systemes de contraintes que ses jugements rendent
incompatibles,

- une ou plusieurs modification(s) de ces jugements qui rendrai(en)t le programme
PLo-testq.2 non contradictoire.

1.5.1. Systémes de contraintes incompatibles

Supposons que PLo-testy,» soit contradictoire,
ou, autrement dit, que k1.2 = 0,
ou, autrement dit, que le systéme d’inéquations suivant soit incompatible

(variables x1, Xz,..., Xn , G1, O2,..., Gq pPoOsitives ou nulles) :

V(ap,a)e I avec p<r, Xp—Xr=0 (t1)
Vi,je Njq avec i<j,V (apa) e Gj, Gi < Xp—Xr (t2)
Vi, je INiq1 avec i<j,V (ap,a) € G, Xp = Xr < Oj1 (t3°)
0 <oy (t4)
Vie Nog, 0i1<0i (t5))

Ce systéme peut s’écrire sous forme matricielle de la facon suivante :
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C.X>0 (en regroupant les contraintes (t2’) )
D.X>0 (en regroupant les contraintes (t3’) )
E.X>0 (en regroupant les contraintes (i4’) et (i5') )
B.X=0 (en regroupant les contraintes (1) )
X1
X2
C e IRP™Q) (o p;1 est le nombre de contraintes (t2) ),
y D e IRP,™Q (oU pz est le nombre de contraintes (t3) ),
oy X=| |, EelRP™I (oU ps est le nombre de contraintes (t4) et (15) ),
01
B e IRX™) (ou r estle nombre de contraintes (t1) ).
62
Remarque : si r = 0, on pourra considérer dans la
suite que B = 0 ¢ R ™™ | sans perte de
généralité.
Gq
C
Notons A lamatrice |D| e R*™®  (p=ps+p2+ps).
E

Notre systéeme s’écrit plus simplement

3 {A.X >0 (en regroupant les contraintes (t2’), (t3’), (t4') et (15°) )
B.X=0 (en regroupant les contraintes (i1) ) .

Pour détecter les incompatibilités entre les contraintes (i1), (t2), (13°), (t4’) et (t5’) et
proposer des corrections éventuelles, nous allons appliquer un corollaire d'une des
versions du théoréme de I’alternative , qu'on pourra trouver en annexe :

Soit A e IRP™
et B e IR™™
avec p, m=> 1.

Alors,
A.X>0
ou bien le systeme admet une solution X € IR™
B.X=0
ou bien ilexiste Y €IR°, V,WelR"avec Y#0, Y>0, V>0, W=>0

tels que

'AY+B.(V-W) =0 et Vie IN{,V;.W;=0
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L'intérét de ce corollaire par rapport au théoreme énoncé dans l'annexe est que les
vecteurs Y, V et W sont a composantes positives ou nulles: ceci nous permet d'utiliser
la programmation linéaire pour arriver a nos fins. Mais avant de détailler notre
approche de maniére générale, il nous parait utile de l'illustrer par un petit exemple.

1.5.2. Exemple

al as a3 ad

Supposons que X = { a1, az, as, a4 } et al tr. Faible | forte ?
que J ait formulé les jugements suivants : a2 - iable | 2

e - Faible

Supposons que J ajoute que a; P a4 et que (az,as) € Cs (« la différence d’attractivité
entre a, et a4 est modérée »).

PLtest; n'est pas contradictoire : les jugements sont compatibles avec un rangement .

PLtest,,» est contradictoire :
« inconsistants ».

notre logiciel signale a J que ses jugements sont

al as ad a4

al tr. faible | forte v
2 - fable R
. - faible

ad ? ?

™, Confirmation =]

Ce jugement est incampatible avec vos autres jJugements!
Le confirmez-waus?

2)

Supposons maintenant que J confirme son jugement. Il faut donc:

O1 < X1 — X2 (1) X1 — X2 < G2 (2)
C2 < X2 — X3 (3) X2 — X3 < O3 (4)
G2 < X3 — X4 (5) X3 — X4 < O3 (6)
03 < X2 — X4 (7) X2 — X4 < O4 (8)
C4 < X1 —X3 (9) X1 — X3 < O5 (10)
0 <oy (11) G1 < 02 (12)
G2 < O3 (13) 03 < 04 (14)
G4 < O5 (15) G5 < Op (16)
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ouencore Xy—X2—61>0 (1) —X1+X2+02>0 (2)
Xo—X3—02>0 (3) —X2+Xs+03>0 (4)
Xz3—X4—02>0 (5) —Xz+X4+03>0 (6)
Xo—X4—03>0 (7) —Xo+X4+04>0 (8)
X1 —X3—04>0 9) —X1+X3+05>0 (10)
c1>0 (11) 62—061>0 (12)
03—62>0 (13) 64—03>0 (14)
O05—04>0 (15) O0g—05>0 (16)

ou encore, sous forme matricielle,

i-1 0 0-1 0 0 O O O

-1 1 0 0 0 1 0 0 0 O

o 1-1. 0 0-1 0 O O O

0o -1 1 0 0 O 1 0 0 O0f{fx
o 0 1t -1 0-1 0 0 0 O0f|Xx,
0O 0-1 1 0 0 1 0 0 Of]fx
o 1 0-1t 0 O0-1 0 0 O0f|x,
o-1 0 1t 0 O O 1 0 O0ffo,
1 0-1 0 0 0 0 -1 0 0}]]o, >0
-1 0 1.0 0 0 O O 1 0f]fo,
o 0 0o o 1t 0 0 O 0 O0fjo,
0o 0o 0 0-1 1 0 0O 0 O0f]fo
0o 0o 0o 0 0-1 1 0 0 Of\o
o 0o 0o o 0o 0-1 1 0 O

O 0o 0o o o 0 0-1 1 o0

O 0 0o o o 0 0 0 -1 1

qu'on peut noter A.X >0

Comme nous savons que ce systéme n'a pas de solution, d’apres le corollaire du
théoréme de l'alternative vu en 1.5.1,
il existe nécessairement Ye IR (Y#0, Y>0) telque 'A.Y =0

Autrement dit, il existe des réels positifs ou nuls (mais non tous nuls) v, vy, ..., Y16
tels que

16 .
> y,.Col =0 (ou Col est la i*™ colonne de la matrice 'A)
i=1

On constate, en effet, qu'il suffit de prendre
Yo=Ys5=Yg=Yo=1 €t yi=ys=VYa=Ys=Y7=Y10=Y11=Y12=Y13=Y14=Yi5=Y16=0:
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-1 0 1 0
1 -1 0 0
0 0 —1 0
0 - 1 0 0
1. 0 +1. 0 +1. 0 +1. 0 = 0
1 - 0 0 0
0 0 0 0
0 1 -1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Col, Col, Col, Col,

Ces 4 vecteurs correspondent aux 4 contraintes (2), (5), (8) et (9) ci-dessus:

O4 > Xo— X4 (8) *
= X1—=Xz>Xo—Xs4 (%)
X1 —X3> O4 (9)
G2 > X{— X2 (2) .
X3 — X X1 —X
X3 — X4 > O2 (5) = ® 4z 2 ( )

Sommer (*) et (**) membre a membre ameéne a la contradiction
X1 —Xgq4>X4— X4

Cette idée de "détection algébrique" de systémes de contraintes incompatibles a été
présentée pour la premiére fois dans [Mousset C., Vansnick J.-C., a paraitre].

L’incompatibilité entre (*) et (**) est présentée comme suit dans notre logiciel :

M, Exemple Hi=]
Problémes [hiff, Couplez Couples [hiff,
1 forte al-ad > aZ-ad | modérée
faible ai-ad  »  al-a? | b fable

On constate que le probléme disparait si

(ay,a3) € C3 aulieude C4 ( (*) disparait)
ou (az,a4) € C4 aulieude Cj ( (*) disparait)
ou (as,a4) € Cy aulieude Cy ( (**) disparait )
ou (as,az) € Co aulieude Cq4 ( (**) disparait ) .

Remarquons qu’aucune modification du jugement « (az,az) € Co » ne permettrait
d’éliminer 'incompatibilité mise en évidence ci-dessus.
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Si J confirme son jugement ( différence d’attractivité modérée entre a, et a4 ), le
logiciel calcule le nombre de possibilités qu’il a de rendre ses jugements consistants
en un nombre « minimum » de modifications :

Jugements inconsistants (nous préciserons plus loin ce quil faut
Macheth atrowwe  [4] possibilité(s) de entendre par «nombre minimum» de
rendre [a matrice des jugements consistante modifications et « 1 changement de
par 1 changement(s) de catégorie. catégorie »)

Les « suggestions » de modifications sont présentées dans le tableau des jugements :

al as ad ad

al . faible | forte ¢ suggére de remplacer le jugement (as,as) € Cq

2 faibl d i
. - aible | modérée par le jugement (a1,a3) e C3;

a3 - faible

e |

al a2 al a4
Gl L e suggére de remplacer le jugement (az,as) € Csa
a2 - faible frodérge| > . _
par le jugement (az,a4) € Cs;
a3 DRl faibie

e |

al a2 a3 ad

al nfable  fore | ? suggere de remplacer le jugement  (as,as) € Co
; faible  mod i

o e e e o

a3 -I'fa“:IIE

|

al as ad ad

Gl fr.faible fote 7 suggeére de remplacer le jugement (ai,az) € Cq

; faible | mod i
a DAY rabie  moderce par le jugement (aj,az) € Ca.

a3 - faible

e |

Nous allons expliciter, dans la suite de ce paragraphe, les différentes étapes de notre
recherche de « suggestions ».
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1.5.3. Contraintes génératrices d’inconsistance

La premiére étape consiste a rechercher les contraintes (1), (t2’) et (t3’) qui sont
« a l'origine des incompatibilités » existant dans le systéme

(voir1.5.1)

A.X>0
S
{ B.X=0

Nous considérerons qu’une contrainte est «a [lorigine d'une incompatibilité »
lorsqu’elle fait partie d’'un systeme S’

- quiestun « sous-systéme » de S,
- qui estincompatible ,

- qui ne contient pas de « sous-systéme » incompatible.

Mathématiquement, on peut traduire cette idée par la définition suivante :

On appelle "systéeme élémentaire incompatible" (noté SEI ) un systeme
A'. X>0
' . tel que
B'.X=0
19  A'e IRP™Q ast une sous-matrice de A,

B' ¢ IR™™® gast une sous-matrice de B
2°) S' estincompatible

A" e IRP*™9 st une sous-matrice de A,
39 si | B"e IR™™Y est une sous-matrice de B,
p|'+r|' < p|+r|

A".X>0

" est compatible
B".X=0

alors le systeme S" {

Il nous faut donc rechercher toutes les équations (t1) et inéquations (t2’) et (13’) qui

font partie d'un SEI.
Comme on peut le constater, nous ne cherchons pas a déterminer tous les systemes

de contraintes incompatibles que l'on peut extraire des contraintes de PLoc-testq,s .
Nous nous contentons de rechercher tous les jugements du type « (as,a1) € Gjj » qui
« engendrent » une incompatibilité. Nous verrons plus loin ce que nous ferons de ces

jugements.
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A.X>0

Nous avons vu qu’il y a « inconsistance de type 2 » lorsque le systéeme S {B X0

est incompatible, ce qui revient a dire que

(A Y+B.(V-W) =0,
Y=0, V=20, W=>0

1Y €IRP, V,We IR' tels que < Vie Ny, Vi.W;i=0,

Jio e INjptel que Y, # 0.

Dans un tel cas, si ip < p1+p2 ,

(ou py estle nombre de contraintes (t2’) et p. estle nombre de contraintes (t3’), voir page 41) ,

il lui correspond une contrainte de la forme Xs—Xi < 6; 0OU Xs— Xt > G;.

Considérons alors le systeme Syst-Y; suivant (aveci<pi+p2) :

'A.Y+B.(V-W) =0

Syst-y;
y { Yi=1

- si Syst-Y; est compatible, il correspond, a une de ses solutions, un systéeme de
contraintes (t1), (t2°), (t3’), (t4’) et (t15’) incompatibles dont une au moins (celle qui
correspond a Yj = 1) est de la forme Xxs —X; < 6; oU Xs — X; > oj et fait partie d’un
SEl ;

- si Syst-Y; estincompatible, nous savons que la contrainte correspondant a Y;
ne fait partie d’aucun SEI.

Pour trouver toutes les contraintes (12°) et (t3’) qui font partie d’'un SEI, il nous suffira
d’étudier la compatibilité de tous les systemes Syst-Y;, pour i=1, 2, ..., p1+p2.

On procédera de maniere analogue, en utilisant des systemes Syst-V; et Syst-W; ,
pour trouver toutes les contraintes (t1) qui font partie d’'un SEI :

'A.Y+B.(V-W) =0 'AY+B.(V-W) =0
Syst-Vi { W;=0 Syst-W; < v; =0
Vi=1 Wi =1

Remarquons gu’il n’est pas nécessaire d’examiner tous les systemes Syst-Y;, Syst-V;
et Syst-W; :
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- si Syst-Y; est compatible et a pour solution Y, V, W, alors
vV j>i telque Yj=0, Syst-Y; est compatible ;
Vje INy, tel que V=0, Syst-V; est compatible ;
Vje INy, tel que Wj= 0, Syst-W; est compatible ;

- si Syst-V; est compatible et a pour solution Y, V, W, alors
vV j>i telque V=0, Syst-V; est compatible ;
Vv je INy, telque W;j=0, Syst-W; est compatible ;

- si Syst-W; est compatible et a pour solution Y, V, W, alors

vV j>i telque Wj=0, Syst-W; est compatible .

C’est pour cette raison que nous avons utilisé un « vecteur-témoin » Z e INP*P=""
initialement nul , qu’on mettra a jour comme suit :

- pour toute solution Y, V, W d’'un systeme Syst-Yj, Syst-V; ou Syst-W;,
faire: Vje IN Yj20= Zj=1]

1,p1+pP2

VieIN, ,[Viz0=7Z, . =1] et [Wjz0= Z

1+P2+J P1+P2H+] =1 ]

Pour trouver les couples qui nous intéressent, nous devrons donc étudier la
compatibilité de [au plus p1+ p2+ 2 r] systémes. L’algorithme général de recherche
des équations (t1) et inéquations (t2’) et (13’) qui font partie d'un SEI est le suivant :

Z =(0,0,....,0)
pour i=1,2, ..., pi1+p2, faire :
Si Z;=0 )
alors Si Syst-Y; compatible et Y,V, W solution de Syst-Y;,

alors mettre Z ajour

pour i=1,2,...,r, faire :
Si Zppi =0,
alors si Syst-Vi compatible et Y,V,W solution de Syst-V;
alors mettre Z a jour
pour i=1,2,...,r faire:
Si Zp1+p2+r+i = 0 ’
alors si Syst-W; compatible et Y, V, W solution de Syst-W;

alors mettre Z a jour
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On obtient, de cette fagon, I'ensemble de toutes les équations et inéquations qui
composent les SEI.

Remargue : pour vérifier la compatibilité (ou 'incompatibilité) d’'un systeme Syst-Yj, et
pour, en cas de compatibilité, en trouver une solution, nous avons choisi d’utiliser le
programme linéaire suivant :

PL-Y;

Max Yi
{ 'A.Y+B.(V-W) =0
SOus
Yi<1

Si PL-Y; est contradictoire, alors le systeme Syst-Y; est incompatible ; sinon, alors
Syst-Y; est compatible et la solution optimale de PL-Y; est une solution de Syst-Y;.

De la méme fagon, des programmes lin€aires ont été associés aux systemes Syst-V;
et Syst-W,.

1.5.4. Augmentation — diminution d’'un jugement de p catégories

Dans ce paragraphe, nous commencerons par preciser les notions de

- «changement d’un jugement de p catégories » (qui correspond intuitivement a
« augmenter » ou « diminuer » la différence d’attractivité) et de

- «modification des jugements de m catégories », qui sont des combinaisons de
« changements ».

La deuxiéme étape de notre recherche consiste a déterminer, pour chacun des
jugements trouvés lors de la premiére étape, le type de changement qu'il faudrait lui
appliquer pour « contribuer » éventuellement a rendre les jugements consistants.

1.5.4.1. Préliminaires

Notations : on représentera
- lejugement «(x,y)e Cj» parlélément (x,y,i,j) de XxXxINiqxINiq
- lejugement «(x,y)e I» parlélément (x,y,0,0) de XxXXxIN1qgXIN1q

Définitions
1) On appelle « diminution du jugement (s, t, i, j) de p catégories »
(1 <p <Q+i) le remplacement de ce jugement
- parlejugement (s,t,i-p,i-p) sii=p
- parlejugement (t,s,p-i,p-i) sii<p
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2) On appelle « augmentation du jugement (s, t, i, j) de p catégories »
(1 <p<Q-j) le remplacement de ce jugement par le jugement (s, t, j+p, j+p) -

3) On appelle « changement du jugement (s, t, i, j) de p catégories » une
augmentation ou une diminution de ce jugement de p catégories.

Remarque : il est évident qu’on obtient le méme jugement final comme résultat
d’ « 1 diminution d’'un jugement de p catégories »

ou
de « p diminutions successives d’un jugement de 1 catégorie »

Convention :

on représentera un « changement du jugement (s, t, i, j) de p catégories »

par un élément (s, t,i,j,p)e XXX xINigxINigxZ

(augmentation si p > 0, diminution si p < 0).

1.5.4.2. Exploitation des contraintes des SEI (voir 1.5.3)

Rappelons que
- si Z;i > 0, il lui correspond une contrainte (t2’) ou (t3’) ou (t1) qui fait partie d’'un SEI ;
- si Z; =0, il ne lui correspond aucune contrainte qui fait partie d’'un SEI ;

Ces variables nous donnent aussi une indication quant a la « modification » future
éventuelle a apporter aux jugements associés a ces contraintes.

En effet, supposons que Z;> 0 :

a) si_1< i<py, a cette variable Z; correspond une contrainte 6, < Xs — X qui fait
partie d'un SEI; si une modification du seul jugement (s, t,...,...) peut aider a
éliminer le SEI, il faut que ce soit une « diminution » (évident).

b) si_pi+1 <i < pi+py, a cette variable Z; correspond une contrainte xs — X; < 6y qui

fait partie d'un SEI; si une modification du seul jugement (s, t,...,...) peut aider a

éliminer le SEI, il faut que ce soit une « augmentation » (évident).

C) sipi+po+1 < i< pi+ps + I, A cette variable Z; correspond une contrainte xs — x; = 0

qui fait partie d'un SEI; si une modification du seul jugement (s, t, 0, 0) peut aider a

éliminer le SEI, il faut que ce soit une « diminution » (démontré ci-apres).
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d) sipi+po+r+1 < i< pi+po+2r, a cette variable Z; correspond une contrainte Xs — X; =

0 qui fait partie d'un SEI; si une modification du seul jugement (s, t, 0, 0) peut aider
a éliminer le SEI, il faut que ce soit une « augmentation » (démonstration analogue

a celle de c)).

Soit h =i- (p1+p2). On sait (par définition des Z;) que

dY €eIR°, 3V, WeIR" avecY=0, V=0, W>0, Y#0, Vo0 et Wy=0
tels que
YA).Y+'B).(V-W) =0

ou encore, si on note LineB; la j*™ ligne de B,

A").Y + 'LineBy .V, +)  “LineB,.V, =) “LineB,.W, =0 (car Wy, =0) (¥

=1 =1

jzh j#h
A.X>0
A'.X>0
Le SEl incompatible correspondant { B X =0 peut encore s’écrire { Xs ~ Xt = 0
T B".X=0
| LineB, |
N LineB, , . , ) ) .
ou B"=| (la matrice B' « amputée » de la ligne LineBy, )
LineB,
| LineB, |

Si I'on envisageait une « augmentation » du jugement (s, t, 0, 0), on remplacerait la
contrainte xs — x; = 0 par une contrainte xs—x;>0.

A.X>0
A".X>0

Ce nouveau systéme | Xs—Xt>0 peut s’écrire §
B".X=0

B".X=0

ou A" = [ } (la matrice A' « augmentée » de la ligne LineBy, )

LineB
Ce systéme est encore incompatible ;
en effet, sion pose Y' = (Y1, Yz, ..., Yp, Vi) € IRP*!

V' = (V1, ey Vh-1, Vh+1, ,Vr) S |Rr_1
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W' = (W1, ey Wh-1, Wh+1, ,Wr) (S ":{r_1

(*) peut s’écrire : {A™).Y' +'B").(V'=W') =0 ,ou Y'#0 (puisqueY =0),
ce qui prouve I'incompatibilité du systeme.

O

Chaque « suggestion » potentielle de modification ( Z; = 1 ) d'un jugement (s, t,...,...)
peut ainsi étre stockée dans un vecteur S de IN* ou
- Si=s
- Sy=t
. S,= {1 si 3ie IN,, UIN, .. telque Zi=1 (diminution)

0 sinon
. So {1 si dieIN, . UIN, . .. . telque Zi=1 (augmentation)

0 sinon

Notons PreSugg l'ensemble de ces « pré-suggestions ».

Dans notre exemple,

PreSugg ={ (a1, a3, 1,0) , (as, as, 1,0) , (a1, a2, 0, 1), (a2, a4, 0, 1) }.

1.5.4.3. « Modification des jugements »

Définition : on appellera « modification des jugements de m catégories » tout
ensemble Modif,, de la forme

M0d|fm = { (S1, t15 i‘|, j1s p1)s (321 t2! i25 j2! p2)5 LKL | (SLU tUs iUs jUa pU) | v Ve IN1,U )

(Sv, v, iv, jvs Pv) €St un changement du jugement (s, ty, iv, jv) de py catégories }

tel que Y. |p, |=m
v=1

Dans notre exemple,

{ (a1, a2, 1, 1, 2) , (a3, a4, 2, 2, -1) } est une « modification des jugements de 3
catégories », qui consiste a

- remplacer le jugement « (as, a2) € G » par le jugement « (as, a) € Cz »
(augmentation de 2 catégories)

- remplacer le jugement « (as, as) € C2 » par le jugement « (as, as) € Cq »
(diminution de 1 catégorie)
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Si on effectue cette modification, on remplace les jugements inconsistants

al azs ad ad

al tr. faible ) forte 7

as

faible

~—~

a3 faible

par les jugements consistants suivants :

al as ad a4
L~
al modérée ) forte K
as faible

)

ad tr. faible

ad 7

Notation : notons Suggm I'ensemble des « modifications des jugements de m
catégories » qui rendent les jugements consistants.

Dans notre exemple,

- {(ay,a2,1,1,2), (as, as, 2, 2, -1) } € Suggs
- {(a,a3, 4,4,-1)},{(as,a4,2,2,-1) },{(ar, a2, 1,1, 1) }
et {(az, a4, 3,3, 1) } € Suggs

(ce sont les 4 modifications suggérées en 1.5.2).

1.5.5. Recherche de suggestions
Une fois 'ensemble PreSugg déterminé, la troisieme étape consiste a :

- déterminer le « nombre minimum de changements » (certains éventuellement
successifs) nécessaire pour rendre les jugements consistants;

- déterminer toutes les combinaisons de tels changements "minimaux".
Plus rigoureusement, ceci revient a

- trouver mo=min{me IN*| Suggm # ¢ }

- expliciter Suggmo

Dans notre exemple, nous avons déjavuque mo=1 ( puisque Sugg: # ¢ )
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Nous pouvons schématiser comme suit la fagon dont nous avons décidé de procéder,
dans tous les cas d’inconsistance 1+2 :

i=1

A\ 4

A

recherche de Sugg;

A chaque étape i,
- on considere I'ensemble de toutes les « modifications des jugements de i
catégories », construit sur base des éléments de PreSugg ;
- pour chacun des éléments de cet ensembile :
- effectuer les modifications reprises dans I'élément choisi ;

- tester la consistance de la nouvelle matrice des jugements ; si elle est
consistante, stocker I'élément dans Sugg; ;

- restaurer la matrice de jugements initiale.

Remarquons que nous envisageons la possibilité de modifier un jugement de plusieurs
catégories.

Il va de soi que cet algorithme est toujours convergent puisqu’on peut toujours rendre
des jugements consistants en un nombre fini de changements.

Une telle méthode de recherche de suggestions doit impérativement faire appel a un
test particulierement rapide de consistance, que nous avons mis au point et que nous
décrivons ci-aprées, en 1.5.7.

Soulignons qu’en pratique, les cas d’inconsistance qui nécessitent plus de 2
« changements de 1 catégorie » sont quasi inexistants. La raison principale en est
que toute modification de jugement qui engendre une inconsistance est
immédiatement signalée a J, qui doit alors confirmer ou infirmer son jugement.
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Cette fagon de procéder permet d’éviter
- les erreurs grossieres de distraction (en infirmant le jugement) ;

- I «accumulation » d’inconsistances puisque, si J confirme son jugement, des
suggestions de modification pour éliminer [linconsistance Iui sont aussitét
proposées.

1.5.6. Exemple

al az a3 ad

al tr. faible | b forte ?

Supposons que X = { aiy, ap, as, a4 } et " - e .
que J ait formulé les jugements " - I
consistants suivants : ” . . -

Jugements consistants

Supposons que J ajoute que a; P a4 et que (az,as4) € Cs (« la différence d’attractivité
entre a, et a4 est modérée ») :

al as ad ad

al tr. faible | tr. forte ?
a2 DRES faible [modzrée
ad - modérée
ad | 2 e |

2)

Ce jugement estincompatible avecwos autres jugements!
Le confirmez-wous?

Supposons que J confirme ce jugement :

Jugements inconsistants

bacheth atrowsé  [6 ] possibilité(s) de
rendre la matrice des jugements consistante
par 2 changement(s) de categarie.

Cette fois, il faudra effectuer au moins 2 « changements de 1 catégorie » pour rendre
les jugements consistants, et il y a 6 combinaisons distinctes de tels changements. On
remarquera ci-aprés que, pour chacune de ces 6 suggestions, le logiciel présente un
systéme élémentaire incompatible et montre pourquoi la suggestion proposée élimine
cette incompatibilité :
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changement de 2 catégories

/

al a2 a3l ad

al Ir. faglé)r. forte 7

a2 DRUEN faible [modéree

a3 - rmoderée
ad | 2 e |

Jugements inconsistants

Sugoestion 1 de B 2 modification{s)

tr. forte al-a3 »»  a-al | modérée

modérée | ad- ad > al - a2 | . fable

la contrainte qui sera
« éliminée » si on adopte
la suggestion

al as al ad

al tr. faible | tr. forte ?

a2 WRUEN raible [modéree

ad -lnndéré@
ad | 7 -

Jugements inconsistants

Suggestion 3 de 6: 2 modification(s)

tr. forte al-a3 > aZ-al | modérée
modérée | a3 -ad x  al-a? | trfable
al az ad ad
al tr. faible ltr. faorte ?

a2 DRUEN faible [frodéree

a3l -mcu:lérée
ad | 7 -

Jugements inconsistants

Suggestion 5 de 6 2 modification(s)

modérée

tr. faible

a2 - ad
al - a2

al -al »
ad-ad >

tr. forte

modérée

le jugement qu’on suggeéere
d’« augmenter de 2 catégories »
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al as ad ad

al Ir. faible | tr. forte *

-2 - T e

al -lnu:udérée

Jugements inconsistants

Suggestion £ de B 2 modification(s)

tr. forte al-a3 > af-al | modérée
modérée | a3 -ad > al -a2 i fable
al as a3 ad
al tr. faible ltr. fu:urtez 7

a2 - faible |modérée

ad 7

a3 - modérée

Jugements inconsistants
suggestion 4 de b: 2 modification(s)

tr.forte | al -a3 > aZ-ad | modérée
modérée | ad-al  »  al-a? | i fable
al as ad ad
al tr. faible | tr. faorte ?

ad - modérée

Jugements inconsistants

Suggestion 6 de 6 2 modification(s)

aZ - ad | modérée

al-a2 | i fable

al-ad
aid-ad >

tr. forte

modénge




1.5.7. Test « accéléré » de consistance

Expérimentalement, nous avons constaté que, dans la plupart des cas d'inconsistance
de type 1+2, il existait au moins un SEI de la forme

Xi_Xr<Xi_Xs X|_Xr<XS_XJ
X —Xj<Xs—% OUY Xy — Xj < Xi — Xs

donc un cas d’inconsistance de type 2-b.

Utiliser la programmation linéaire pour détecter une contradiction aussi triviale nous a
paru malheureux. Il en va de méme pour les SEI de la forme:

Xi_Xr<Xi_XS
0 <X3_Xr

(inconsistance de type 2-a).

C'est pourquoi nous avons amélioré le test PLo-testq,2 en le faisant précéder d'une
fonction de « pré-test » , qui détecte ces inconsistances et évite la résolution d’un
programme linéaire chaque fois qu’un de ces cas est rencontré.

57



1.6. Traitement des inconsistances de type 3

1.6.1. Traiter I'inconsistance

Dans le paragraphe précédent, nous avons exposé notre systeme de
« détection - suggestions » en cas d'inconsistance de type 1+2 (&eh1.2 = ¢).

Dans ce paragraphe, nous allons expliquer comment nous avons choisi de traiter les
cas d’inconsistance de type 3, c’est-a-dire les situations ou

Coho( X, P, 1, P°) ¢ et ECehas(X,P,I,P R =0

Supposons que l'information préférentielle de type 1+2+3 { P, 1 ,? , P, R"} soit
consistante (&h1.2.3( X, P, I, P, R") # ¢)etque J souhaite ajouter I'information
de type 3 suivante :

o< Aalt(x’y) B
A (z,W)

IA

(ou xPy, zPw, 0<a<p)

Soit R™=R" U {(((xY), (zw), (@p))}
et supposons que &h.2.3( X, P, I, P*,R”) = ¢ (inconsistance de type 3)

10) Si %1_,_2.,_3( X ) P ’ I! Pe’ { ( ((X,Y), (Z’W)) ’ (O("B) ) } ) = ¢’

A (X,Y)

< B ] estincompatible avec
A (Z,W)

cela signifieque [ a <

I'information {P,I,?, P}, ce que le logiciel signale a J de la fagon suivante :

| Cette contrainte n'est pas compatible avecle tableau des jugements,

Cotrsana X, P, 1, P, { (((xy), (zW)), (oB)) } )= o,

2°) si
%1+2+3(X5P:I: Pea Rb*) = ¢,
A
cela signifie que [ a < Au(XY) < B ] estincompatible avec
A (Z,W)

linformation R" , ce que le logiciel signale & J de la facon suivante :

| Cette contrainte n'est pas campatible awecwos autres contraintes.
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Dans les deux cas, la nouvelle information sera ajoutée a la liste des contraintes
mais ne sera pas prise en compte dans |'information R":

M, point de vue 1 M=l E3

Ajouter contrainte généngue

Ajouter contrainte de rapport

contrainte(s) non prise(s) en compte Modifier

(case non cochée) SLpprimer
T

1.6.2. Eviter I'inconsistance

Notre traitement des inconsistances de type 3 consiste, en fait, a « interdire »
I'existence de tels cas, en offranta J le moyen de les éviter :

A (XY) < B

, le logiciel lui fournit des
att(z’

lorsque J désire fournir I'information o <

« bornes » Infa(x,y,z,w) et Supa(X,y,z,w) ou

HOO=HEY) _ 5 0001

0< Infaw(xy,z,w) - inf
tt( y ) He &A‘I+2+3 IJ.(Z) —H(W)
0<  sup HO)=RY) Supat(x,y,z,w) < 0.0001

HE Loh.p,5 M(Z) — (W)

10000 * Infau(x,y,z,w) € IN , 10000 * Supan(X,y,z,w) € IN

éme)

(valeurs arrondies au 10000

et n’acceptera 'information que

si [a,B] mn [Infa(x,y,z,w) , Supan(X,y,z,w) 1# ¢ .
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Supat(x,y,z,w) = 0.9999

/ Infan(x,y,z,w) = 0.0003

1.6.3. Suggestions ?

A notre avis, I'ajout d’une information de type 3 est plus destiné a « enrichir » une
information préférentielle existante qu’a fournir une information qu’on pourrait qualifier
de « nouvelle ». Comme nous donnons au décideur J l'outil suffisant (bornes) pour ne
pas entrer en conflit avec [linformation préférentielle existante, nous n’avons
développé, pour les inconsistances de type 3, aucun systeme de « suggestions »
généralisant celui que nous avons développé pour l'inconsistance de type 1+2.

Cependant, sur le plan mathématique, on peut considérer le probleme comme résolu.

Il suffirait en effet de généraliser la notion de systéeme élémentaire incompatible aux
contraintes du type

o (Xu-Xv) < (Xp—Xq) (")

Le probleme se situe plutot sur le plan de la méthodologie : une fois ces systemes
détectés, quelle « suggestion » proposer a J en ce qui concerne les contraintes (*) ?
Trouver une réponse satisfaisante a cette question fait partie de nos projets.

60



1.7. L’échelle MACBETH

1.7.1. Définition « intuitive » de I'échelle MACBETH

Un cas particulier d'échelle de type 1+2+3 est I « échelle Macbeth ».

Lorsque ? = ¢ et que les jugements fournis par J (en réponse au questionnement
utilisé dans l'approche MACBETH) sont « consistants », il existe de nombreuses
échelles p: X — IR de type 1+2+3.

lllustrons ceci par un exemple. Supposons que J ait fourni les jugements suivants:

d a

= b o

d faible farte forte | extréme

a - modérée | modérée | . forte
e SRUES . table | faible
b SRUES  faible
c [ |

Supposons en outre que J n'ait pas fourni d'information de type 3.

Voici (parmi une infinité d'autres) quatre échelles 1, U2, Uz et ps, de type 142 :

Echelle u; | Echelle po | Echelle pus | Echelle pa4
d 100 100 11 55
a 80 85 9 45
e 35 30 4 20
b 25 20 3 15
Cc 0 0 0 0

Il est évident que U1, Uz, U3, H4 € Eeha.

On peut vérifier aisément que i, Uz, U3, Ua € Eeh1.2 €n se référant au tableau des

différences numériques H1(X)-H1(y), Ha(X)-Ha2(Y), Ha(X)-Hs(y) et pa(X)-pa(y) , réparties
par catégories, pour les couples (x,y) e PuUl:
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Couples (x,y)

deP Ul Aar(xy) | H1(x)-paly) | Ha(X)- Ha(y) | Ha(X)-Ha(y) | Ha(x)-Ha(y)
(a,a) 0 0 0 0
(b,b) 0 0 0 0
(c,c) nulle 0 0 0 0
(d,d) (1) 0 0 0 0
(e,e) 0 0 0 0
(e.b) trés faible 10 10 1 5
(C1)
1 2 1
(d2) faible 20 > 0
(e,c) (Co) 35 30 4 20
(e,b) ? o5 20 3 15
(a,e) modérée 45 55 5 25
(a,b) (Cs) 55 65 6 30
(d,e) forte 65 70 7 35
(d,b) (Cq) 75 80 8 40
tres forte
a,c 80 85 9 45
@c) (Cs)
(d.c) extreme 100 100 11 55
’ (Cs)

Ce tableau fait aussi apparaitre que les différences numériques associées par une

échelle aux couples d'une méme catégorie ne sont pas nécessairement égales.

Ainsi par exemple, I'échelle py associe aux couples de la catégorie C, les valeurs 20,
25 et 35. Dans l'approche MACBETH, on dit alors que « I'échelle uy associe a la

catégorie C, l'intervalle [20, 35] » .

De fagon générale, chaque échelle associe un intervalle fermé (pouvant étre réduit a
un point) a chaque catégorie non vide et l'intervalle [0,0] a la relation I. Les intervalles
associés aux différentes catégories (et a la relation I) par chacune des échelles pi, Yo,

Uz et ys sont représentés graphiquement ci-apres.
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I C»] [:2 CS [:4 [:5 [:E
—i i —3 —1 —a1 —
a 10 20 34 45 55 B4 74 80 100

Echelle p,

I Cy Cs Cs iy Cs Cg
— —— i —4 —4 —
a 10 15 30 A5 B 7O 80 385 100

Echelle p,

I Gy Cy Cs Cy Cs Cpg
—i i —1 — — i —
a 1 2 4 ] B 7 a8 g 11

Echelle p4
I Ca C3 Cy Cs Cg
—i i —1 — — i —
a ] 10 20 ¥5 30 35 40 45 A5
Echelle py

Observons qu’il est tout a fait naturel que les intervalles qui représentent
numériquement les catégories puissent étre de longueur non nulle, étant donné le
caractére un peu vague des termes trés faible, faible, modéré, fort ... utilisés pour
caractériser ces catégories.

Notons qu’on n’associe pas d'intervalle a une catégorie vide mais, pour ne pas alourdir
cette présentation intuitive de I'échelle MACBETH, nous supposerons ci-dessous
gu'aucune catégorie Cj n'est vide.

Pour simplifier, nous ferons aussi I'hypothése (provisoire) que toutes les catégories C;
avec i<j sont vides.

Pour déterminer, lorsque les jugements de J sont consistants, une premiéere échelle
numérique (parmi toutes celles qui satisfont les conditions ordinale et sémantique), on
considére dans l'approche MACBETH que

1°) il est souhaitable de minimiser la « longueur » des intervalles qui représentent
numériquement les catégories C1, Cy, Cs, C4, Cs et Cg

2°) il n'y a aucune raison pour que les « distances » séparant 1 et Gy, Ciet C,, C>
et C3, Cset Cy, CyetCs, Cset Cgsoient différentes.

Ceci conduit, sur le plan pratique, a l'idée de rechercher une échelle telle que,
en prenant comme unité de mesure la « distance » minimale séparant I et Cy, Cy et
Cz, Cz et Cs, C3 et C4, C4 et Cs, C5 et Ce,

[la moyenne des longueurs des intervalles qui représentent numériquement les
catégories Gy, Cp, Cs, C4, Cs et Cs | + [la moyenne des distances séparant les
catégories I et Gy, C1et Gy, Coet Cs, Cset Cy, Cset Cs, Cset Cg ]

est la plus petite possible.

Cette idée intuitive mais peu rigoureuse peut étre formalisée, moyennant I'introduction
de quelques notations.

63



Notations : soit ue Lehi.2

- Vie INig: m(GCi) = max { ux)-uly) | (xy) € Gi} - min { u(x)-pu(y) [ (x,y) € Gi}

( m(C)) est la « longueur » de l'intervalle associé a C;)

- Vie Ngg: mA(G) = min { i(x)-pu(y) | (x,y) € Gi} - max { u(x)-p(y) | (x,y) € Gi1}
Ma(C4) = min { u(x)-p(y) | (x,y) € C1}

( mA(G;) est la « distance » séparant C; et Ci.1 )

- d=min{mA(Ci) |ie INig}

( 6 est la « distance minimale » séparant 1 et Cy, C1etCy, ...)

Notre objectif peut maintenant s’écrire :

1 1 & 1
Minimiser | — . (=.> m(C.) + —.
[5 (6 ; (C) 6 o

ou, plus simplement,

Minimiser [% N 3 m(C,) + . mA(C,)) ]

ou encore, d’apres les définitions des m(C;) et mA(C)),
Minimiser [% - max { pu(x)-p(y) | (x,y) € Ce} ]

donc,

Minimiser [% - (((@)-u@n) ) ]

ou Vxe X, as(Pul)x et x(Pula,

On constate que,

dans le cas particulier ou [Vi,je INjg aveci<j, Cij=¢] et [Vie INig,Ci=0],
notre idée intuitive nous a conduit a minimiser la différence entre les plus attractif(s) et
moins attractif(s) éléments de X.

Dans le cas général, il a été décidé de prendre la méme fonction objectif pour
déterminer une premiére échelle de type 1+2 a présenter au décideur J.
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1.7.2. Définition « rigoureuse » de I'échelle MACBETH

Parmi toutes les échelles satisfaisant au principe décrit ci-dessus, on réserve le nom
d’échelle MACBETH « de base » a celle(s) obtenue en posant

- M(an) =0 (choix de I’ « origine » de I'échelle)

- 0=1 (choix de I' « unité » de I'échelle)

Les autres échelles satisfaisant au principe énoncé ci-dessus sont des « échelles
MACBETH transformées ».

Comme on a supposé que &eh1.2.3 # ¢ et aq (PUI) az ... anq (PUI) a, , on obtiendra

une échelle MACBETH de base en résolvant le programme linéaire (tout a fait général)
PL-MACBETH suivant :

PL-MACBETH
Variables : x1, Xo,..., Xn , O1, Oo,..., 0Q
Min X1
sous
(V(ap,ar)el avec p<r, Xp—Xr=0 (t1)
Vi,je INNq avec i<j,V (apa) € Gy, ci+ % < Xp—Xr (t2)
Vi,je INjq1 avec i<}, V (ap,ar) € Gij, Xp—Xr < Oj1- % (t3°)
1
C1= — t4
J =5 (t4°)
Vie N2q, 0.1+ 1 <0 (t5)
v ( (anas), (anay) , (oB) ) € R, o (X —X) SX—Xs < B (Xe—X%XJ)  (t6)
Vie INin, Xi=>0
\ViE|N1,Q, ;=20

La fonction EchMac : X — IR telle que Vie IN1,, EchMac(a) = X

est une échelle MACBETH de base.

Vae IR*,Vbe IR avec(ab)=(1,0),

a . EchMac + b est une « échelle Macbeth transformée ».
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Dans le cas de I'exemple,

PL-MACBETH donne I'échelle us comme échelle MACBETH de base.

Si on compare les 4 échelles, on observe :

’
pourpy, &=5 et 5 ( (1(a1)-p1(an) ) = 20
1
pourpz, 8=5 et 5" ( (H2(a1)-pz(an) ) = 20
1
pourps, o6=1 et =
)
1
pourps, &=5 et 3 ((Ha(@r)-pa(an) ) =11 (

. ((us(a1)-ps(an) ) =11 ( échelle MACBETH de base)

échelle MACBETH transformée
Ha =3 Us3)

1.7.3. Unicité de I'échelle MACBETH de base ?

Rien ne garantit qu’une solution optimale de PL-MACBETH est unique.
Par exemple, considérons le tableau de jugements et une échelle MACBETH de base
U correspondante suivants :

el e e & 4 4 M.&ngmuc?e hase
al tr. faible | faible | modérée modérée | forte al & 00
a2 - tr. faible | modérée  modérée  modérée a2 £.E0
ad - faible | modérée | modérée a3 E.0n
ad SRUEN . able | 1. faible " 2.00
35 SRUE v taible 5 1.00
ak - ab o_0o

Pour cette échelle pu, on a évidemment §=1 et

Mais on peut vérifierque, Vxe [6,7], al 8.00
on obtiendra AUSSI ad *

1 a3 E_00

o=1 et <. ((u(@i)-n(ae) ) = 8 o - oo

pour I'échelle ci-contre : = o

ak 0_00

% - ( (u(a1)-K(as) ) = 8.

Une échelle MACBETH de base obtenue par résolution de PL-MACBETH n’est donc
pas nécessairement unique.
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Lorsque I'échelle MACBETH n’est qu’une étape technique destinée a fournir une base
de discussion avec J, ceci ne constitue pas un véritable probléme.

Cependant, dans les cas d’études réelles, il arrive que les décideurs adoptent I'échelle
MACBETH comme échelle finale afin de ne pas pouvoir étre attaqués juridiquement
(voir Bana e Costa et al., 2002a) pour cause de favoritisme. Aussi, nous avons cru bon
de devoir garantir l'unicité de I'échelle MACBETH de base par I'adjonction a PL-
MACBETH d’un artifice purement technique.

Notons Snmac 'ensemble des contraintes de PL-MACBETH . Nous avons décidé de
procéder comme suit :

1°) résolution de PL-MACBETH
— solution optimale X1, X2, ..., Xn
- Wa1)=x1, H@n) =x=0 ( n(aq) est unique )

2°) pouri=2an-1,faire:

Smac Smac
i X, =M@ i , X, =M(a,)
résoudre Max x; sous { ' u(@.) résoudre Minx sous <. ' Hia,
X, =HW@,,) X, =H@;,)
— solution optimale x4, Xo, ... , Xn — solution optimale x4, X2, ... , Xn
— Xmax = X; — Xmin = X;
1 .
H(a) = ( xmin + xmax )

2

Ainsi,

- pour calculer p(ag), on « fixe » la variable x; a la valeur p(a{) , on calcule les
valeurs minimale et maximale de x> et on prend la moyenne de ces deux valeurs
comme valeur de p(ay) ;

- pour calculer p(as), on « fixe » la variable xy ala valeur p(ai), la variable x> ala
valeur p(ap) , on calcule les valeurs minimale et maximale de x3 et on prend la
moyenne de ces deux valeurs comme valeur de p(as) ;

- efc...
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Cette méthode garantit que p(ai), p(az), ... p(an) sont uniques pour une information
préférentielle {P,1,?=¢, P°, R’ } donnée. Elle nous permet de parler de « I’ »

échelle MACBETH de base, et non plus d’ « une » échelle MACBETH.

1.7.4. Présentation de I'échelle MACBETH
Dans notre logiciel, I'échelle MACBETH correspondant a wune information

{P,I,?2=¢, P°,R"} consistante est représentée sous 2 formes : un tableau et un...

« thermomeétre », ainsi dénommé a cause de son apparence, les éléments de X étant
positionnés sur un axe vertical gradué. Dans I'exemple ci-dessous, les abscisses des
éléments d et ¢ ont été fixées respectivement (et arbitrairement) a 100 et 0.

d a ] b C
d faible frte forte | extréme U—E 100.00
a - modérée modérée |t forte
: SRUEN v fable  faible L oam
b SRUES  faible
: e |

Jugements consistants

detc fixésa 100 et 0 |::>
ﬂ L
U—E 2727

Echelle | Macbeth | kacheth
courante |transformée| de base

d 100. 00 100 00 11._00

a gl.8z2 gl.8z2 200
o—c] 0.00

& 3636 3636 400

b ET.E27 E7_E7 .00

' 0.00 0.00 0. 00

Méme si I'on fixe les valeurs attribuées a c et d, il existe en général une infinité
d’échelles 1+2+3. Il faut donc permettre au décideur J de modifier, s'il le désire, les
valeurs proposées et lui fournir des outils qui peuvent a la fois le guider et le limiter
dans ses choix. C’est I'objet du paragraphe suivant.
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1.8. Discussion autour d’une échelle

Supposons que, dans I'exemple précédent, J estime que I'élément a est « mal
positionné » par rapport aux éléments ¢ et d et souhaite lui associer une autre
valeur.

Dans un tel processus de discussion interactive, il est intéressant pour J de disposer
de limites pour la valeur de a qui tiennent compte de linformation préférentielle
disponible.

Dans un premier temps, pour simplifier, nous considérerons que R" = ¢, ne traiterons

gu’une information { P, 1, ? = ¢, P°} et n’envisagerons que des échelles de type 1+2.

Mais nous verrons plus loin comment ce qui suit peut étre généralisé au cas R” # o.

1.8.1. Intervalles « libres » et « liés »

Notons I(a)={zeX|alz}.

Supposons que l'information {P,I,?, P°} soit consistante ( feh1.2 # 0).

Soient Yo e Lohia2 (une échelle particuliére)
L,He X avec HPL (deux éléments « fixés »)
ae X\ (L) UI(H)) (rélément qu’on souhaite repositionner,

non ex gequo avec L ou H)

Coh-libre = { W e Lohia| U(H) = po(H) et p(L) = po(L)}
Coh-lide(a) = { L€ Eohra2| VY € X\1(a) : u(y) = Ho(y) }

Ceh-lire est 'ensemble de toutes les échelles pour lesquelles on a fixé les valeurs
associées aux seuls H et L.

Ceh-lise(a) est 'ensemble de toutes les échelles pour lesquelles on a fixé les valeurs de

tous les éléments de X sauf a (et ses éventuels ex aequo) ; autrement dit, seul a
« bouge ».

On appelle « intervalle libre » associé a a lintervalle | inf p(a), sup p(@)][
We ob-Lire He oh-libne

On appelle « intervalle lié » associé a a lintervalle ] inf p(a), sup u(a)[
He Lohh-lize He &b -liee
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. - . 33,98 ,
Dans I'exemple, si on sélectionne a, deux intervalles v—{_d ]100.00
sont présentés, qu’il faut donc interpréter comme

suit : —— 2 ]| &1.82

7
VUe efc/m,,z : 7%

[u(c) =0, p(d)=100]

U o— e | 363
66.69 < p(a) < 99.98 b o
[u(c) =0, p(d) =100 , p(e) =36.36 , p(b) =27.27]
U o— c | 0.00
72.74 < p(a) < 90.9

[66.69,99.98] et [72.74,90.9] sont « presque » les intervalles libre et lié associés a a.

Presque, parce que nous avons choisi de présenter au décideur les « plus grands »
intervalles fermés inclus aux intervalles libre et lié définis ci-dessus (nécessairement
ouverts si R" = ¢), en tenant compte de la précision courante dans le logiciel qui est
de 0.01.

Ainsi, par exemple, 90.9 = 0.01 * int( 100 * sup p(a)-¢),

e Eohy-lice

ol & est un nombre «trés petit» (10° dans ce cas) qui garantit I'obtention d’'un
intervalle fermé inclus a I'ouvert.

Comme nous le verrons ci-apres, les intervalles libres seront déterminés par résolution
de programmes linéaires, tandis que nous avons établi des formules de calcul
« direct » (et rapide !) des intervalles liés.

Nous signalerons enfin qu’il est permis, dans le logiciel, de déplacer I'élément a par
simple « glisser-déposer a la souris » mais, évidemment, uniquement a l'intérieur de
lintervalle lié.

Cette manipulation étant trés courante en pratique, il est assez intéressant de
permettre laffichage de ces intervalles liés pour tous les éléments de X
simultanément et d’observer leurs modifications dans le cas d'un tel déplacement « a
la souris ».
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1.8.2. Calcul des intervalles « libres »

Supposonsque L=a, et H=a etque po(a,)=r et po(a,)=ra
Soit aie X\ (I(a;) ul(a,)).
L’intervalle libre (fermé) [ min-a; , max-a; | associé a a; est déterminé par les valeurs de

dmin - (%i - X;) + Ho(a, ) (*)
dans les solutions optimales des programmes linéaires suivants

PLinterv-libre-inf(a;) et PLinterv-libre-sup(a;),

ou
- dmin est la constante strictement positive qui représente la précision choisie (0.01) :

- chaque variable entiére x; représente la valeur L. H(a) (donc, 100 p(a)) .
min
Les contraintes [xie IN , V¥V ie IN¢{,] garantissent 'obtention d’'une solution
exacte tenant compte de la précision adoptée en évitant qu’'un arrondi d’une
solution optimale en variables réelles ne fournisse des valeurs « interdites » pour
les bornes de lintervalle cherché. En effet, une solution entachée d’erreurs
d’arrondis serait catastrophique dans un tel calcul de valeurs limites .

PLinterv-libre-inf(aj) et PLinterv-libre-sup(a;)

Variables : X1, Xz,..., Xn , O1, O2,..., 0Q

Min xi- x; (ou Max)

sous
YV (as,a) e I avec s<t, Xs—Xt=0 (t1)
Vi,je INNq avec i<j, V (asa)e G, Gi+1< Xs—Xy (t2)
Vi, je INjq1 avec i<j, V (as,a) € G, Xs — Xt < Ojs1 (t3)

X, - X, = (-t (1)
’ 1 dmin

Vie IN2q, 0.1 < 0 (t5)
Vie Nip, xi€ IN (variables entieres)
Vie Niq, >0

71



Remarques

1) utiliser les contraintes (naturelles) x; = dL rnoetx, = dL r. au lieu de la

min min
contrainte (t4) nous aurait posé de sérieux problémes puisque les valeurs
associées aux éléments de X peuvent étre négatives.

Le résultat correct est garanti en translatant la valeur x; comme précisé en (*).

2) La contrainte d’intégralité des variables nous a amené a réduire le temps de calcul
de ces intervalles en résolvant plusieurs programmes linéaires successifs :

- le premier en variables réelles en supposant que  dmin = 0.01 ;
nous obtenons un majorant de max-a; et un minorant de min-a,; ;

- lesecond en variables entieres en supposantque  dmin =1
nous obtenons un minorant de max-a; et un majorant de min-a; ;

- le 3™  en variables entiéres en supposant que  dmin = 0.1
nous obtenons un meilleur minorant de max-a; et un meilleur majorant de min-a; ;

- le dernier en variables entiéres en supposant que min = 0.01
nous obtenons max-a; et min-g; .

72



1.8.3. Calcul des intervalles « liés »

Afin de ne pas alourdir les notations, nous énoncerons et démontrerons les formules
de calcul des intervalles liés en faisant 'hypothese que

Vi,je INjg avec i<j: Gj=0

pour n'envisager que des catégories Ci, Cp, ..., Cq. Mais il va de soi que I'algorithme
de calcul de ces intervalles que nous avons construit sur base de ces formules et
intégré a notre logiciel est, lui, tout a fait général.

Conventions :

- lorsque (x,y) € Ci, nous conviendrons que cat(x,y)=i;

- lorsque (x,y) € I, nous conviendrons que cat(x,y)=0;

- comme certains des ensembles envisagés ci-dessous peuvent étre vides, nous
conviendrons que min ¢ = 400 et max ¢ = -oo .

On peut démontrer que:

inf_ (@) = Max (Gi v Gz Go)
sup u(a) = Min (D1 U D2 U D3)
e Echr-lice

ou
P*@)={zeX|zPa}
P(a)={yeX|aPy}
diffmax; = max { ho(X) - ho(y) | (x,y) € GCi, x,y ¢ I(@) } (i=1,2,..,Q)
diffmini =min { po(x) - Ho(y) | (x,¥) € Ci, x,y ¢ I(a) } (i=1,2,..,Q)

D1 ={oy) + min_diffmin; |y e P (a)}

i>cat(a,

Do ={ Ho(2) - max_ diffmax, | z € P*(a) }

Da={ 0.5 (Ho(y) + Ho(2) ) |z € P*(a), y € P'(a), cat(a,y) < cat(z,a) }

G1={Ho(z) - mti(n )diffmini | z e P*(a) }
Gz ={o(y) + max diffmax; |y e P (a))}
i<cat(ay

Gs={ 0.5 (Ho(y) + Ho(2)) |z € P*(a), y € P'(a), cat(a,y) > cat(z,a) }
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Démonstration :

1) Démontrons que, V U € feh-lide , Max (G1 u Gz U Gg) < p(a)

Vv z e P*(a), Vi>cat(z,a), V (x,y) € Ciavec x,y ¢ I(a) : u(z)-u(@) < u(x)-u(y)
Mais H(z) = Ho(2) (car zPa)

et H(x)=po(x) et u(y)=Holy) (carx,yeI(a))

Donc
Vv z e P*(a), Vi>cat(z,a), V (x,y) € Ciavec x, y ¢ 1(a) : Ho(z)-H(a) < Ho(X)-Ho(y)
Donc V z € P*(a), Vi > cat(z,a), Uo(2)-p(a) < diffmin;

Donc V z € P*(a), Wo(2)-u(@) < min diffmin,

i>cat(z,a)

Donc p(a) > Max G

Vye P'(a), Vi< cat(a)y), V (z,w) e Giavec z, w ¢ I(a) : u(z)-u(w) < p(a)-p(y)

Mais  p(y) = Ho(y) (car aPy)
et Wz =po(z) et p(w)=Ho(w) (carz,we I(a))

Donc
Vye P'(a), Vi< cat(a)y), V (z,w) € Gjavec z, w ¢ I(a) : Ho(z)-Ho(W) < p(a)-Ho(Y)
Donc Vye P-(a), Vi< cat(a,y), diffmax; < p(a)-po(y)

Donc Vye P-(a), “max diffmax; < p(a)-po(y)

i<cat(ay)

Donc p(a) > Max Gz

VzeP*a), VyeP(a)tel que cat(ay) > cat(z,a) : u(z)-u(a) < u(@)-p(y)

Mais p(y) = Ho(y) et W(z) = Ho(2) (car zPa et aPy)
Donc V z e P*(a), Vy e P (a) tel que cat(a,y) > cat(z,a) : ho(z)-H(@) < H(@)-Ho(y)
Donc V z € P*(a), ¥y € P (a) tel que cat(a,y) > cat(z,a) : 0.5 (Ho(y)+ Ho(2)) < H(a)

Donc u(a) > Max Gs
Donc Max (G1 uGau G3) < u(a)
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On démontre, de maniére analogue, que V U € &eh-dide , p(a) < Min (D u D2 U Da).

2) Démontrons que, V € >0, 3 4 € Seh-lide tel que Max (Gi u G2 U Ga) + € > p(a)

1

Soite>0. Soit 8= min (e, Min (Dsu Dz Ds) - Max (Gi v Gz u Gs) )

Soit la fonction p : X — IR définie par
ux) = [ Max (GiuGauGs) +8  sixe I(a)
Ho(X) six ¢ I(a)

Il suffit de démontrer que P e 4.2, Cest-a-dire que
vVxye X, [xPy = px)>puly)] et [xIy = u(x)=uly)] (1)
VijseINiq avecj<s, V(xy)e Cs V (z,w) € Cj, H(X) - H(Yy) > H(2) — u(w) (2)

Comme o € Cehsa, etque V xe X\I(@): U(X) = Ho(x),

il suffit de vérifier (1) et (2) dans lescas ou x,y,zouw e I(a).

Soit x,y e X.

Si xIa ,alors p(x)=p(a) (trivial par définition de p).

Si x Pa (autrement dit si x € P*(a) ), alors

u(a) = Max (G1 U Gg U G3) + 0 < Min (D1 u Do u D3) <Min D; < |..10(X) = H(X)
Si aPy (autrementdit siye P'(a) ), alors

u(@) = Max (Gi u Go u G3) + 0 > Max (Gy u Gz u G3) =2 Max Gz > Ho(y) = u(y)

Donc (1) est vérifiée.

Soient x,y,z,we X, s,je INyqavecs >|.
Si (a,y)e Cset(zw)e C; (et z,w ¢ I(a)), alors
H(a) - u(y) = Max (Gi u Gz v Ga) + 8 - Ho(y)
> Max Gz - Ho(y)

> Holy) + max_diffmax; - Ho(y)
I<cat(ay

= max diffmax;,

i<cat(ay)
2 Ho(2) — Ho(W)
= H(z) - pu(w)
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Si (x,a) e Cset(zw)e Cj (etz,w ¢ I(a) ), alors
H(X) - (@) = Ho(x) = [Max (G1 v Gz v Gg) + 8]
> Ho(X) — Min (D1 U D5 U Ds)
> Uo(X) — Min D2
> Ho(X) — [ Ho(x) - max diffmax; ]

i <cat(x,a)

= max diffmax,

i<cat(x.a)
2 Ho(2) — Ho(W)
= U(2) - H(w)
Si (x,y) e Cset(aw)e Cj (etx,y ¢ I(a) ), alors
u(@) - p(w) = Max (Gy u Go u G3) + 6 - Ho(w)
< Min (D1 u D2 U D3) - Ho(w)
< Min Dy - Ho(w)

< Ho(W) + min diffmin; - po(w)

i>cat(a,w)

= min diffmin,

i>cat(a,w)

< Ho(X) — Ho(y)
= H(x) - u(y)
Si (x,y) e Cset(za)e G (etx,y ¢ I(a)), alors
H(z) - H(@) = Ho(z) — [ Max (G1 v G2 v Gg) + 8]
< Ho(z) — Max (G1 u Gz U Gg)
< Ho(2) - Max G

< Ho(2) = [ Ho(2) - mina)diffmini ]

i>cat(z,

= min diffmin,

i>cat(z,a)

< Ho(X) — Ho(y)
= 1(X) - [(y)

Si [ (x,a) e Cset(z,a)e Cj] ou [(a,y) e Cset(a,w) e Gj],

alors (2) est trivialement vérifiée puisque po € &bz
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Si (a,y) € Cs et (z,a) e G, alors
u@ - uly) >u(z) —u@ < (@) - Ho(y) > Ho(z) — p(a)

& H(@) > 0.5 ( Ho(y) + Ho(2) )
Mais u(a) =Max (G uG2u G3) + 0
> Max Gs

2 0.5 (Ho(y) + Ho(2) )
Donc p(a) - u(y) > p(z) — p(a)

Si (x,a) € Cs et (a,w) € G; , démonstration analogue.

Remarque : les formules précédentes peuvent évidemment étre « raffinées » mais les
lourdeurs d’écriture consécutives a leur formulation « optimale » aurait nui
considérablement a leur clarté. Il va de soi que les algorithmes associés a ces
formules tiennent compte de ces optimisations et sont basés sur les formules qui
suivent.

Notations : Vie INyq.1: next(i)=min ({je Nu1a|C; 20} U {Q+1})
prev(i) =max {je INo;.1 | G =6}
next(Q) = Q+1

On conviendra que diffming, = + et diffmaxqs1 = -

Si on note

D't = { Ho(y) + diffMinnextcatiayy | ¥ € P'(a) }
D’2 = { UO(Z) - diffmaxprev(cat(z,a)) | zZe P+(a) }

D ={ 0.5 (Ho(y) + Ho(2) ) |z € P*(a),y € P'(a), cat(a,y) < cat(z,a) }

G1={ Ho(2) - diffminnext(cat(z,a)) |z e P+(a) 1
G2 = { Ho(y) + diffmaXprev(catiayy | Y € P (a) }

Gs={ 0.5 (Ho(y) + Ho(2)) |z € P*(a),y € P (a), cat(a,y) > cat(z.a) },
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on peut démontrer que:

inf p(a) = Max (G’1 ] G’z U Gs)

Ve et -lice

sup H(a) = Min (D’y u D> u D3)

Ye Eohr- Lise

Remarque : il est méme possible d’ « optimiser » les ensembles D3 et Gs, en ne tenant
compte que de certains des couples (a,y) et (z,a) , ce que nous avons fait dans
I'algorithme.

1.8.4. Généralisation a une information de type 1+2+3

1) Les programmes linéaires PLinterv-libre  peuvent étre généralisés a une

information préférentielle { P, 1,2 =¢, P*, R"} ou R" % ¢. Il suffit d’y ajouter les

contraintes

v ((anas), (avau) , (@B) ) € R”, (X —Xu) <X —Xs < B (X — Xu) (6)

2) L’algorithme de calcul des intervalles liés peut également étre facilement étendu a
ce type d’information.

En effet, toute contrainte de la forme

GSMSB
H(z) —p(w)

ou au moins un des éléments x, y, z et w serait a pourrait s’écrire

Yy<H(@) <o
Par exemple,
o< ﬁg:tg; < B peut s'écrire ocuo(1z)+;uo(y) <ua) < Buo(j):ﬁuo(y)
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1.9. Simplifications du mode de questionnement 3

On appelle information de type 3, 'information préférentielle obtenue en utilisant le
mode de questionnement suivant, appelé mode de questionnement 3 :

Y (x,y), (z,w) € P avec (x,y) # (z,w), on pose la question :

Q4 : sivous représentiez Aai(z,w) par un segment de longueur 1,
entre quelles valeurs situeriez-vous la longueur du segment

représentant Aa(X,y) ?

La réponse a cette question doit étre de la forme « entre a et B »
(ouo,BelR,,a<P) ou «jenesais pas ».

A (XY)

La réponse « entre a et B » a la question Q4 sera notée : o <
A (Z,W)

IA
=)

Comme il est assez difficile de répondre a une telle question, nous proposerons
plusieurs simplifications de ce mode de questionnement.

1.9.1. Premiere simplification
Dans cette premiére simplification, on va tenir compte de I'information préférentielle

A (XY)
A (Z,W)

déja fournie par J pour « borner le rapport

Y (x,y), (z,w) € P avec (x,y) # (z,w), on calcule :

: H(X) = u(y) H(x) —u(y)
- Infa(xy,z,w)=  inff ———=~ et  Supau(X,y,zZ,Ww)= sup ————
He Bhos W(Z) — (W) e b .0 W(Z) — (W)
On a évidemment :
Infan(X,y,z,w) 2 0 et Supai(x,y,z,w) > 0 (éventuellement +o0)

Ces bornes permettent d’'améliorer le mode de questionnement 3 :

Y (x,Y), (z,w) € P avec (x,y) # (z,w), on pose la question :

Q4 : sivous représentiez Aai(z,w) par un segment de longueur 1,
entre quelles valeurs situeriez-vous la longueur . du segment
représentant Aau(X,y),
sachant qu’il résulte de l'information disponible que

Infau(X,y,2,W) < L < Supar(x,y,z,w) ?
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1.9.2. Deuxiéme simplification

En pratique, répondre a la question précédente reste encore trés difficile puisque cela
nécessite une comparaison faisant intervenir 4 niveaux. C’est pourquoi nous avons
envisagé une deuxieme simplification ou nous prenons pour « deuxieme couple »
(z,w) le couple (H, L), ou H et L sont deux « états de référence » précisés par J
et qui font sens pour lui (nous reviendrons sur la définition de tels états dans le
chapitre 2) :

v (x,y) € P avec (x,y) # (H,L), on pose la question :

Q4 : sivous représentiez Aa(H,L) par un segment de longueur 1,
entre quelles valeurs situeriez-vous la longueur . du segment
représentant Aau(X,y),
sachant qu’il résulte de l'information disponible que

Infan(x,y,H,L) < L < Supau(x,y,H,L) ?

1.9.3. Troisieme simplification

Méme s’il devient envisageable en pratique de répondre a une telle question, il est
intéressant d’encore la simplifier, en prenant systématiquement pour y [I'état de
référence L.

Vxe X avec xPL et (x,H) ¢ I,on pose la question :

Q4 : sivous représentiez Ax(H,L) par un segment de longueur 1,
entre quelles valeurs situeriez-vous la longueur 1. du segment

représentant Aqi(x,L),

sachant qu’il résulte de l'information disponible que

Infag(x,L,H,L) < L < Supaa(x,L,H,L) ?

vV xe X avec LPx,onpose la question :

Q4 : sivous représentiez Ax(H,L) par un segment de longueur 1,
entre quelles valeurs situeriez-vous la longueur . du segment
représentant Aqgy(L,X),
sachant qu’il résulte de l'information disponible que

Infau(L,x,H,L) < L < Supan(L,x,H,L) ?
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Observons que, graphiquement,
si on a positionné H et L sur un axe vertical ,
la question Q4 revient a demander de placer
sur cet axe un intervalle dans lequel doit se

trouver x

(voir graphique ci-contre correspondant au

cas xPL).

1.9.4. Quatrieme simplification

Lorsqu’on dispose d’'une représentation numérique de l'information, il est permis a J
de donner I'information demandée lors du questionnement 3 sous forme graphique.

Dans I'exemple du paragraphe 1.8.1, ou l'intervalle libre associé a a est [66.69,99.98]
et 'intervalle lié associé a a est [72.74,90.9], J peut, par exemple, décider que pu(a)

doit étre comprise entre 75 et 85 :

M. P¥ : contrainte pour a _ (O] %]

99.98

ISEI_SB

1]

ok |
Annuler |

Aide

93.958

| d |100.00

| a | &1.82

c 0.00

M. P¥ : contrainte pour a _ O] %]

Ok

ok |
Annuler |

Aide

c 0.00
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Chapitre 2 : I’agrégation dans le cadre de I’approche
d’aide multicritére a la décision MACBETH.

Afin de bien faire comprendre la portée de notre travail au niveau de la phase
d’agrégation, il est important de présenter les grandes lignes de [I'approche
MACBETH, non pas seulement, comme dans le premier chapitre, en ce qui concerne
I'acquisition de l'information préférentielle, mais bien dans le cadre général d’'une
étude d’aide multicritére a la décision.

C’est la raison pour laquelle le paragraphe 2.1 est un paragraphe introductif dont
I'objet est d’expliciter le diagramme suivant, qui représente les premieres étapes d’'une
étude d’aide a la décision dans I'optique MACBETH.

Phase de structuration

\ 4

YV point de vue PV, spécification de 2 états de référence H; et L;

\ 4

Construction de situations globales de référence

\ 4

Acquisition d’'information préférentielle

Suggestions

non

consistance ?

oui

C’est aprés ces différentes étapes que se situe, dans la méthodologie MACBETH pour
I'aide multicritéere a la décision, la phase d’agrégation. Celle-ci repose essentiellement
sur les deux idées fondamentales suivantes :
1) définir la notion d’attractivité globale ( c’est-a-dire en tenant compte de tous
les points de vue ) sur base d’'un modéle d’agrégation additif
2) déclarer qu’'une action a est globalement plus attractive qu’une action b
lorsque l'attractivité globale de a est supérieure a I'attractivité globale de b.
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Dans le paragraphe 2.2 de ce chapitre, nous montrons comment nous avons procédé
pour définir, de maniere rigoureuse tout en se placant dans l'optique MACBETH, la
notion d’attractivité globale. Dans le paragraphe 2.3, nous faisons de méme pour la
notion de comparaison globale et situons notre fagon de faire par rapport au probléme
de la signifiance. Le paragraphe 2.4 est consacré a la présentation des algorithmes
permettant de mettre en pratique les idées théoriques du paragraphe 2.3. Dans le
paragraphe 2.5, nous expliguons comment, dans le logiciel MACBETH, peuvent
s’effectuer les comparaisons globales des actions et comment se présentent les
résultats de ces comparaisons. Dans ce méme paragraphe, nous montrons comment
nos idées peuvent aussi s’appliquer a I'étude de la robustesse des résultats d’'une
étude d’aide a la décision.
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2.1. Introduction a la méthodologie MACBETH

Soit A un ensemble d’actions potentielles qu’une personne ou un groupe de
personnes, que nous noterons J , souhaite comparer en tenant compte de plusieurs
points de vue simultanément.

2.1.1. Structuration du probléme
La premiere étape d’une étude d’aide a la décision consiste a structurer le probleme.

Cette phase difficile consiste notamment a identifier les points de vue qu’il convient de
prendre en compte pour comparer les actions. Par point de vue, on entend un
« aspect du contexte décisionnel rencontrant une préoccupation de J». Il est
commode de représenter 'ensemble des points de vue sous la forme d’'un arbre (voir
ci-apres).

Une étape importante de la phase de structuration consiste a sélectionner, parmi ces
points de vue, un sous-ensemble de points de vue fondamentaux. Ceux-ci doivent
satisfaire un certain nombre de propriétés parmi lesquelles la plus importante, pour ce
qui nous concerne, est qu’ils doivent étre indépendants au sens des préférences. Sans
entrer dans des détails qui nous éloigneraient de I'objet de notre travail, cette propriété
signifie qu’il est possible d’acquérir de [linformation préférentielle concernant
I'attractivité des actions relativement a chaque point de vue fondamental considéré
séparément des autres.

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons que la phase de structuration du
probléme a conduit a la construction d’'un arbre de points de vue parmi lesquels K
points de vue fondamentaux ont été mis en évidence : PV4, PV,, ..., PVk.

Exemple
« Une université doit acheter un grand nombre d’imprimantes a jet d’encre.

La personne J responsable de cet achat doit choisir parmi les cinqg modéles (de

prix similaires) suivants : - PH
- Conan
- Espon
- Sister
- Nomark

en tenant compte des points de vue (fondamentaux) suivants:

- qualité d’impression en noir et blanc en mode courrier (abrégé : NB )
- qualité d’impression en couleurs en mode courrier ( abrégé : Color)
- vitesse d’impression en noir et blanc en mode courrier ( abrégé : Speed ) » .
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Dans le logiciel que nous avons crée, ces informations apparaissent comme suit :

[HGlobal |

—— B Qualité dimpression |

—— |Qualité d'impression noir et blanc |
1 |Qualité d'impression couleur |

B vitesse dimpression |

| |vitesse d'impression noir et blanc|

Actions
= | A t oz | &brégé
1 |[PH PH
2 [Conan Conan
3 |Ezpon Ezpon
4 | Sigter Sigher
5 |Momark Marark.
Ajouter | Supprimer | Fropriétés | Prafil I Aide |

Lorsque les points de vue fondamentaux ont été déterminés, I'étape suivante de la
phase de structuration consiste a associer a chacun d’entre eux un « descripteur »
d’'impacts.

Par définition, un descripteur associé a PV; est un ensemble de niveaux, que nous
noterons D; , en termes desquels peuvent étre décrits les impacts (les performances,
les conséquences) des actions potentielles sur PV;.

Il est commode, pour présenter un descripteur, d’'ordonner ses niveaux par ordre
d’attractivité locale (c’est-a-dire relative au seul PV;) décroissante, ce qui est possible
compte tenu de I'hypothése d’'indépendance au sens des préférences des points de
vue fondamentaux.

Signalons que le logiciel permet de prendre les actions potentielles comme niveaux
de descripteur. Ceci correspond a une situation dans laquelle J connait bien les
actions et qu'’il n’est pas nécessaire de spécifier explicitement leur impact sur le point
de vue pour qu’il puisse les comparer. Nous écrirons alors D; = A(;, , faisant ainsi
apparaitre que, dans ce cas, les actions ne doivent pas étre vues globalement mais
uniquement en relation avec PV,.

Symboliquement, on pourrait écrire : A = Aq) X Ag) X ...X AK) -
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Exemple (suite)

Propriétés de Qualité d'impression noir et blanc

IGuaIité d'impression noir et blanc INEI
— Miveaus du descriptewr ;
= I + Moz | Abrégé
1 ["On croirait une impression laser HE1
2 |Paz de bavures, quelques défauts diffiziles  woir & l'osil nu B2
3 | Trész rares bavures minimes, quelques [égers défauts imperceptibles lors d'une lecture rapide  HB3
4 [Quelguesz bavures peu impartantes, peu ou pasz d"'ondulations", B4
5 [Quelques grosses bavures, petitz caractéres difficiles & lire, quelques Vandulations . HB&
B |" Gutenberg aurait pu faire ausz bien " HEE

Propriétés de Qualité d'impression couleur

IGuaIité d'impression couleur ICDIDr
— Miveaus du descriptewr :
- | + M oms | Abrége
1 |"Les photoz imprimées semblent zortir d'un labo photo clazzique" coll
2 |Ewmcellent rendu des couleurs, peut servir & reproduire des phatoz col?
3 [Bon rendu des couleurs zauf lors: dimpression de phaotos cold
4 |Rendu des couleurs zatizfaizant pour du deszin maiz inutile de penser & imprimer une photo | cold
5 [Qualité des couleurs juste zuffizante pour agrémenter du texte col5
B |"Le bleu n'est pas blew, le wert n'est paz vert, le rouge n'est paz rouge" colb

Propriétés de Yitezse d'impression en noir et blanc

I‘v’itesse d'irmpression en noir et blanc ISpeed
— Miveaus du descriptewr ;
= I + Moz | Abrégé
1  [aumainz 11 pages par minute witl
Z |10 pages par minute Wit
3 |9 pages par minute witd
4 |8 pages par minute witd
5 |7 pages par minute with
B |E pages par minute with
¥ |au pluz & pages par minute Wity
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2.1.2. Spécification de deux états de référence

Pour chaque point de vue fondamental PV;, on demande a J de spécifier deux états
de référence ( que nous noterons H; et L; , avec H; plus attractif que L;) qui font sens
pour lui .

Ce sens peut provenir

- soit du caractére réaliste et concret de ces états lorsqu’ils sont explicitement

décrits,

- soit du caractere symbolique de ces états lorsqu’ils sont définis par leur niveau
d’attractivité (ou de satisfaction), en tenant compte du seul point de vue considéré.

Ainsi, par exemple, on pourrait prendre :

H; : état tout a fait satisfaisant en tenant compte du seul PV,

(un tel état pourrait étre appelé « bon; »)

L; : état ni satisfaisant, ni insatisfaisant en tenant compte du seul PV;

(un tel état pourrait étre appelé « neutre; ») .

Exemple (suite)

= | I Mams Abrége
1 |["On croirait une impression laser' HB1
2 |Paz de bavures, quelques défauts difficiles & wair & l'oell nu H1=ME2
3 [Trés rares bavures minimes, quelques Egers défauts imperceptibles lars d'une lecture rapide MB3
4 [Quelques bavures peu impartantes, peu ou paz d"'ondulations". MB4
5 |Cuelques groszes bavures, petitz caractéres difficiles & lire, quelgues "ondulations"', L1=HES
B | Gutenberg aurait pu faire auzs bien " MBE
= | I Mams Abrége
1 |['Les photos imprimées semblent sortir d'un labo photo clazsique” ol
2 |Excellent rendu des couleurs, peut zervir & reproduire des photoz HZ=col2
3 [Bon rendu des couleurs zauf lorz dimpression de photos col3
4  [Rendu des couleurs zatisfaizant pour du dessin mais inutile de penser & imprimer une phata | cold
5 |Cualité des couleurs juste suffizante pour agrémenter du texte Li=cold
B |['Le bleu n'est pas blew, le vert n'est pas vert, le rouge n'est pas rouge"’ colG
= | I Mams Abrége
1 [aumainz 11 pages par minute wit]
2 |10 pages par minute H3=wit2
3 |9 pages: par minute witd
4 (8 pages: par minute witd
5 |7 pages par minute with
G |G pages par minuke L 3=witE
¥ |au pluz 5 pages par minute wits
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Signalons que les états H; et L; peuvent étre

- soit spécifiés parmi les niveaux du descripteur D; ,

- soit ajoutés a ceux-ci.

Dans chacun des cas, nous noterons X;=D; U{H; L}.

Lorsqu’on dispose de deux états de référence sur chaque point de vue fondamental, il
est possible de définir des « situations globales de référence ».

2.1.3. Construction de situations globales de référence

Cette étape consiste a définir (K+1) « situations globales de référence »,
notées [ PVy],[ PV2], ..., [PVk],[L] , de lafacon suivante :

H. surlepointde vue PV,

- VieNik:[PVi]=1{ " , .
LJ. sur chaque point de vue PVJ. avec |#i

- [L]=L surchaque pointde vue PV, ie {1,2,...,K}

Plus rigoureusement,

[PVi],[PV2],...,[PVk],[L] sont (K+1) éléments de Xi x Xz x ... x Xk définis par

H si j=i
- VieINik:[PVi];= .

LJ. Si j#i
- [I—]=(|—15L25"'aLK)

Il est facile de donner une représentation visuelle de ces situations :
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Exemple (suite)

Sit. glab. réf. ME Color Speed sit. glob. réf. ME Calar Speed
HE1 call wit] [ME ] ME1 call wit1
[ Calor | H2=col2 | Ha=vit2 I || H-nez Ha=vit2
[Speed] ME3 cal3 wita [Speed] ME3 cal3 witd
[L] MHE4 cold yitd [L] MHE4 cold witd
L1=HB5 with L2=cal5 with
MBEE colb MBEE colb Ef??j
ity ity
[NB]=(H;s, Lz L3) [ Color] = (L4, Hz, Ls)
Sit. glab. réf. ME Color Speed sit. glob. réf. ME Calar Speed
[ME ] ME1 call wit1 [ME ] ME1 call wit1
[ Color | H1=MB2 | HZ=cal? [ Calar ] H1=MEZ | H2=col2 | H3=vi2
[Speed] MB3 cald witd [Speed] MB3 cald witd
NE4 cald wvitd NE4 cald wvitd
L1=HBS% L2=col5 with L1=HBS% L2=col5 with
MHBE colb L3=vith L3=vitb
ity
[ Speed ] = (L1, Lo, Ha) [L]=(Ly, L2, L3)
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2.1.4. Acquisition d’'une information préférentielle

L’étape suivante consiste a recueillir auprés de J :

- Vie IN1k, une information concernant I'attractivité locale (en tenant compte du
seul PV)) des élémentsde Xi=D; U{H;, Li};

- une information concernant l'attractivité globale des éléments de I'ensemble des
situations globales de référence Xo={[PV+],[PV2], ... [PVk],[L]}.

Remargque

1°9) Pour comparer deux situations globales de référence [ PVi ] et [ PV; ], on peut
poser la question suivante :

« partant de la situation de référence [ L],

préfereriez-vous - passer de I'état L; a I'état H; sur PV,
ou - passer de I'état L; a I'état H; sur PV; ? »
Si la réponse est « ... sur PV;» ,

on en déduit que [ PV;] est plus attractive que [ PV;].

Si la réponse est « ... sur PV, » ,
on en déduit que [ PV;] est plus attractive que [ PV; ].

Si la réponse est « c’est pareil » ,
on en déduit que [ PV;] est aussi attractive que [ PV;].

2°) Vie INik,[PVi]estplus attractif que [ L ] .
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Exemple (suite)

M

Qualité d'imprezsion noir et blanc

MB1 [H1=MEZ|[ MHE3 MB4 [L1=MB&| MEBE

BT faible | modérée| positive | positive | positive

H1=rEZ - tr. faible | modérée | positive | positive
MB3 - faible forte | pozitive
N4 DRUEN faible | posiive

L1=NB5 SRS . faible
NEE e |

M, Qualité d'imprezzion couleur M= B3

coll  |HZ=col? | cald cold | LZ2=cal5 | calB

ol faible forte | positive | positive | positive

HZ=col? - tr. faible | modérée | positve | positive
cold - tr. faible | modérée | positive
cold - faible | positive

L2=colf RUEN moderse
cole -

M. Vitesse dimpression noir et blanc M=l E3

wit1 H3=wit2 [ witd witd with | L3=with [ wit?

wit] modérée | forte | pozitive | positive | positive | pogitive

H3=vit2 - faible forte  positive | positive | positive
k3 - faible farte | positive | positive
witd - faible forte | pogitive
it DRUES fable  fore

L3=vitB RUEN o
vit? e |

M, Global _ ]

[MB] | [Color] [[Speed]| [L]

[ME ] pogitive | positive | positive

[ Calor ] - pozitive | positive
[Speed ] - positive
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2.1.5. Consistance de l'information préférentielle ?

Vie{01,2, ..., Kl

lors du recueil d’'une information {P;, L, ?;, P°, Rib } , on vérifie que

50/»1+2+3(Xi,Pi,Ii, Pie, Rib) * 0 (voir 1.5) .

Si 3ie{0,1,2, ...,K} telque &tz (Xi, P, L, P, R’) = ¢, autrement dit,
en cas d’ inconsistance, le logiciel

- propose des suggestions de modifications (« minimales ») qui élimineront
l'inconsistance (voir 1.6.5) ;

- présente quelques « systemes élémentaires incompatibles (SEI) » ou apparaissent
les jugements qui sont a l'origine de l'incompatibilité et I'« effet » de chaque
suggestion sur chaque SEI.

Le décideur sera invité a revoir ses jugements en s’aidant (éventuellement) de ces
suggestions.

Des exemples de cas d’inconsistance ont été présentés en 1.5.

Dans les paragraphes suivants, nous présenterons la phase dite « d’agrégation ».

Phase de structuration

\ 4

YV PV, spécification de 2 états de référence H; et L;

\ 4

Construction de situations globales de référence

\ 4

Acquisition d’information préférentielle

Suggestions

non

compatibilité ?

oui

Phase d’agrégation
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2.2. Construction d’une échelle d’attractivité globale

A ce stade, on dispose d’informations préférentielles consistantes :

Vie Nok:&haa (Xi, P Li, P, RY) # ¢

Soient Np € gc/t1+2+3 ( Xo , Po, Iop, Poe, RB ),
N € Cohrazis (X1, P, 11, P°, RY),

nKe%1+2+3(XK5PK51K:’ PKea RE)

Notre idée est de définir, pour ces échelles ng, ny, ..., nk , une échelle d’attractivité
globale sur X; x Xz x ... x Xk en utilisant, conformément a I'optique MACBETH, le
modele d’agrégation additif, c’est-a-dire

K
attGIob.(no,m ____ nK)(x1, X2, «eey Xn) = ; c,.n(x,)

et de déterminer les coefficients c; de telle sorte que,

sur le sous-ensemble Xo de Xix Xz x ... x Xk, att ny prolonge » no.
K

Glob.(ng.ny,...

I ne nous reste dés lors plus qu'a préciser ce que nous entendons par
« prolongement » pour obtenir une définition compléte de la notion d’échelle
d’attractivité globale (observons que celle-ci est relative aux échelles ng, ny, ..., Nk,
comme cela apparait bien dans la notation que nous utilisons).

Notons /’t’&ém,,s = gc/b1+2+3( Xo, ) X gc/b1+2+3( X1 , ) X ... X %11.21.3( XK, )
et n=(ng, Ny, ..., NK).
On pourrait étre tenté de définir [ attgiob.n « prolonge » ng] de la fagon suivante :

V x e Xo, attgion.n(X) = No(x)

c’est-a-dire en exigeant que

{attGlob.n([PVj]) = no([PVJ 1), VielN;,
attgeon([L]) = ng([L])

K

2 ci-mi(L)+c;.ni(H) = ng([PV;]) ,VjelN; ()

Ou encore

M= T

¢, .ni(Li) = no([L]) (0)

i=1
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c,.(n(H)=n(L,))=no([PV,1)=-no([L]) .,V jelN,,  (j)—(0)
ou encore K

Z c;.ni(Ly) = no([L]) (0)

c, - no([P\Iflj])—nOL([L]) Viel, -0
c’est-a-dire S ) n;(H;) —n;(L))

Z Ci 'ni(Li) = no([l—]) (0)

Malheureusement, le systéme S n’est pas forcément compatible. En effet, rien ne

nous permet d’affirmer que i N, (LPV, ])_nO([L]).n.(Li) = n,([L]).

i=1 ni(Hi) _ni(Li) |

C’est la raison pour laquelle nous avons adopté, pour définir [ attgen.n « prolonge » ng],
la convention suivante :

3Be IR telque Vxe Xo, attgionn(X) = No(X) + B ()

N ([PV;1)—no([L])

[
nj(Hj)_nj(L')

J

Dans ce cas, on a toujours : Vije N1k, ¢j=

mais I'équation (0) est remplacée par: 3B € IR tel que i c,.n(L) =n,([L])+B,
i=1

et le probleme d’incompatibilité est éliminé.

Nous définissons donc comme suit une échelle attg,, d'attractivité globale sur
X1 x X2 X ... x Xk relativement & ne Xehii2.3:

VXxe Xy xXoXx...x Xk ,

K PV 1)- L
atorf = § Pl [ZAD Rl (L)

- (x;) (3)

et ona Vxe Xo, attgiopn(X) = No(x) + P ou B= i c,.n(L,) - n,([L])

Remarques

1) L’obligation de définir le prolongement comme en (*) (a cause du choix du modele)
ne constitue pas un « probléme » ou « une sorte de restriction ». En effet,

Si No € &ehr1u2.3 (X0, Po, Io, Py, RY),

alors No+ B € gc/p1+2+3 ( Xo , Po, Iop, Poe, Rg)
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2) Dans le cas particulier ou no([L])=

3 n,([PV,])=100 ,

i=1

n.H.)_100 et ni(Li)=O ,VieINLK

la formule donnant I'attractivité globale prend une forme un peu plus classique :

atten() = > MolLPViD)

.N(X.
i 100 (%)

et ona attgn([L])=0 et attgn([H])=100 (ou [H]=(Hi, Hz, ..., Hk) ).

no([PV])

Dans un tel cas (trés fréquent en pratique), 100

« poids du point de vue PV ».

est souvent appelé

On observera aussi qu’on a alors V x e Xo, attgiob.n(X) = Ng(X) (B=0)

Proposition 1

Si { n,me chﬁ1+2+3,

Vie Nok, {Pi,I,?, P, R’} estune information cardinale

alors 3ce IRi ,we IR telsque attgm=0.attgn+ ®

Vie INok, ElocieIRi,BieIR tels que mi=0i.n;, B

Vxe Xy xXaox...x Xk,

attG.m(X) = i

a,.n ([PVi])+B, —(a, .n ([L])+B,)
(

i o.n (H)+B, —(a.n (o.n (x,)+B,)

=i 0° 0 . __ ..O -.no So.n(x,)+B))

n, ([PVi])-n,([L])
S n(H)-n(L)

Ny ([PVi)) —ny (L)) B,
nH)-n()

Nn(x) + o, ﬁ

attaiob.n(X) ®
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2.3. Comparaison globale des éléments de X; x Xo x ... X Xk

Soient a et b € Xy xXax...x Xk

Définitions : on dira que

a est globalement plus attractif que b

=
Vne //t’gc/l,1+2+3, attg.n(a) 2 attg n(b) (1)
et

AU e Xehios: atteu(a) > attgyu(b)

a est globalement aussi attractif que b

=

Vne //t’gc/l,1+2+3, attg.n(a) = attg.n(b)

a et b sont globalement incomparables

=
An e Xechii243, attg.n(a) < attg.n(b)
et

Aue Mok attgy(a) > atteu(b)

La formulation un peu lourde (1) peut étre simplifiée si on n’envisage pas
d’'information de type 3 sur au moins un point de vue fondamental :

Proposition 2 :
si [ Jioe Nix| R} =¢ et {a b}z I (H)UIL (L ) et (a.b)el ]

alors
a est globalement plus attractif que b

=

V ne Xchii2.3, attg.n(a) > attg.n(b)
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« < » est évidente.

Supposons que :  V ne Xk, attgn(a) > attgn(b)

Soit m € Xehii2.3 il suffit de démontrer que attg.m(a) > attg.m(b),

donc que attg.m(a) # attg.m(b). ()

On a vu au chapitre 1 que
mie &oha Xi, Pi, I, P°) < les éléments de mi(X) constituent une solution d’'un
systeme d’équations-inéquations (déduites des
regles de mesurage) a N; inconnues X1, Xz, ... , Xy ,

systeme que nous noterons Syst; (N; = #X).

Procédons « par I'absurde » : supposons que attg.m(a) = attg.m(b)

m, ([PV,])-m ([L])
m (H.)-m. (L)

K
c'est-a-dire que >
i=1

.(m(a)-m(b)) =0

Nous supposerons que a, ¢ I, (H, )UL (L, ) (ladémonstration étant analogue si
b, e L (H UL (L)) -

Considérons m’ = ( mg, my, ..., Mg MY My e Mk )

ou m, : X, »>IR:u—

Si le| « suffisamment petit », alors m', € ko X, , P, I, P°) car

— les égalités de Syst; sont verifiées par « construction » de m', ;
- les inégalités strictes de Syst, sont vérifiées (puisque [e| « suffisamment petit » ) ;

- iln’y a pas d'inégalités non strictes dans Syst, (puisque R} =0);

(H,

lo

Enoutre, m' (H, ) et m' (L

[ [ ) = mi0 ig

(puisque a, ¢ I, (H, )UT, (L) ).
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Il est maintenant évident que, si € < 0, alors attg.n(a) < atte.mw(b) puisque

m', ([PV. ) -m'; ([L])
= m'(H)-m" (L)

-(m' (@) -m’, (b))

< m,([PV])—m,(L])

m,([PV, J)—m,([L])
-y (m(a)-m (b)) + ¢ 0

i=1 mi(Hi)_mi(Li) m (Hio)_m| (L| )
m,y ([PV, 1)-m([L]) -
= €. - <0 : contradiction.
mio (Hio)_mio (Lio)

Corollaire :
Si [Vie |N0,K, Rib =¢],

alors

a est globalement plus attractif que b

=

V ne Mohiias, attan(a) > atten(b)

demonstration :

si [ Jioe Nik| {a, b}z I (H )L (L ) et (a b, )e I ], onretrouve

I'hypothése de la proposition 2 (puisque R’ = ¢).

Supposonsdoncque: Vie N1k, alibj ou {a,b}c IL(H)uILL)

Il est évident qu'alors, pour m € Ae41.2.3, ON peut écrire  attgm(a) - attg.m(b)
sous la forme

K
=1

atto.m(@) - attam(b) = X (M, (PV,))-m,(lL])).c, ol Vie Nik,cie {-1,0,1}

Vie Nk, notons s(i)={je Nix|[PV]I [PV]}
Comme 3 W e Aoh.243 tel que attgy(a) - attgu(b) >0,

Jioe IN1xtelque > c¢;=0.

jes(io)
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Procédons « par I'absurde » : supposons que attg.m(a) = attg.m(b)

cesta-dire que Y (m ([PV])-m_(L])).c, =0

i=1
Considérons m’ = (m',, my, ..., M)

my(u)+e si ul, [PV, ]

ou m,:Xo—>IR:u— .
m, (u) sinon

Si || « suffisamment petit », alors m'; € &oh1.2( Xo, Po, Lo, P;) car

— les égalités de Systy sont vérifiées par « construction » de m', ;

— les inégalités strictes de Systy sont vérifiées ( puisque |e| « suffisamment petit ») ;

— pas d'inégalités non strictes (puisque R =¢ ).
En outre, ¥V j & s(io) , Mo([PV]]) = mo([PV]]).

Il'est maintenant évident que, si on choisit € de signe opposé aceluide » ¢,

jeslio)
alors attg.m(a) < attg.m(b) puisque

(m'y ((PV.)-m' (L))).c;, =( 2 ¢;).e <0 : contradiction.

K
=1

Proposition3 :si [Vie INok, {Pi, L, 2, P, Rib } est une information cardinale ],

alors

a est globalement plus attractif que b

=

J U e Moo, attepu(a) > attgu(b)
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A propos de signifiance

Soit Pr(n) une proposition logique ol n représente un élément de Xek1.2.3

Par définition,

Pr(n) est signifiant
=S

[V ne Xehiios, Pr(n)] ou [V ne Xk, non(Pr(n)]

Nous aurions pu traiter le probléeme de la comparaison globale de deux éléments de
X1 x X2 x ... x Xk dans ce cadre.

Cependant, en introduisant les quantificateurs « V » et « 3 » dans notre définition de
« a globalement plus attractif que b », nous avons éliminé complétement la nécessité
de recourir a la terminologie de la signifiance, puisqu'un énoncé tel que <« a est
globalement préféré a b » ne dépend plus d’'un élément n de Xe41.2.3 , grace a ces

quantificateurs.
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2.4. Algorithme de comparaison globale

Soient a et b € Xy xXax...x Xk

Notons

M(a,b) = sup . n,([PV;])-n,(IL])
ne Xohtiaz ni(Hi)_ni(Li)

M=

(n(a)-n(b))

m(a,b) = inf no([PV.1)-n,([L])
ne Xehiiza = n,(H)-n(L)

M=

A(n(a)-n(b))

Proposition 4 :

a est globalement plus attractif que b
=3
M(a,b) >0 et m(a,b) >0

Démonstration : évident.

Calcul de M(a,b) et m(a,b).
La décomposition qui va suivre a été réalisée dans le but d'utiliser la programmation
linéaire pour déterminer M(a,b) et m(a,b) :

@b _newnzw ; (nO([PVi]) nO([L])) - ni(Hi)—ni(Li)
) (a,)—n,(b,
= Sup > [ (n ([PV.1)-n,([L1)) . sup n(a)-n/b;)

nve ohriana(Xi.) M(H)=N(L)

1l
-

No € %1+2+3(Xo,---)

De méme,

m(a,b) = inf

K
No € %1+2+3(X0=---) =

PV.1)-n,([L])) . inf POTTRRETEN
[(no([ D= (ILD) niegc/tl«?+2+3(Xi,...) n,(H)-n(L)

Nous pouvons ainsi décomposer le calcul de m(a,b) et M(a,b) en 2 étapes .
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ere

1" étape : Vie IN¢k, calcul (par programmation linéaire, si nécessaire) de

m(ab)=  inf n(@)-n)
N € Cohraas3(Xi,...) ni(Hi)—ni(Li)
Mi(a,b) = sup M

ni € &ehra2.43(Xi. ) n(H)-n(L)
eme

27" étape : calcul (par programmation linéaire, si nécessaire) de

( no([PVi])=ne([L]) ). mi(a,b)

o

m(a,b) = inf

1
No € &/Ln2+3(xo,- .)

o

1l
N

M(a,b)=  sup ( no([PVi])—=ne([L]) ). Mi(a,b)

No € %1 +2+3(X07 .. )

Remarque : lorsqu’on ne prend en compte que l'information de type 1 sur un point de
vue particulier, I'utilisation de la programmation linéaire est tout a fait inutile pour le
calcul de Mj(a,b) et mi(a,b), comme le montre la proposition suivante.

Proposition 5 : Vie IN1k,

Si P'=R’ =0,

alors Mi(a,b) e {-1,0, 1, +o} et mi(a,b) € {-o0,-1,0,1}

[biRajouaiRbj] et [aaiRH ouH Ra] et [asiRLiouL Ra]

et [bbRHiouH Rbi] et [biRLiouLiRb;]
(ou R=P; ou Ij)

et un calcul de mi(a,b) et Mi(a,b) dans chacun de ces cas, ce qui serait trés long et
trés... fastidieux. Toutes ces situations ont bien sdr été prévues dans notre logiciel.

Nous nous contenterons d’en présenter quelques unes ci-apres :
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- si aPH,LPb, alors mi(a,b) =1 et Mi(a,b) = +;

en effet, V n e &41( X, P;, I;), les seules contraintes a respecter dans ce cas
sont du type

ni(a) > ... > ni(Hi) et ni(b) < ... <ni(L)
donc  mi(a)-ni(bi) > ni(Hi)-ni(Ls)

donc —ni(ai) LS9
(H.

ni(ai) - ni(Hi) <€ et ni(Li) - ni(bi) <€,

(a)-n (b
donc telle que M <1+ L,
n.(H)-n(L) n,(H)-ni(L,)
ona mi(a,b)=1
- si HiPia,Lilib, a?b;, alors m(ab)=- et M(ab)=1

- Si Hi P a, Hi P; bi ,ai P Li , bi P; Li , di ?i bi , alors mi(a,b) =-1 et Mi(a,b) =1

etc...

Remarque : lorsqu’on ne prend en compte que l'information de type 1 sur tous les
ensembles Xo, Xy, ... , Xk, l'utilisation de la programmation linéaire peut étre évitée en
utilisant un algorithme de vérification construit sur les propositions suivantes :

Proposition6: si [Vie INogk, P°= R" =¢],

alors

1°9) si [Fie INik|M(a,b) =+e], alors M(a,b) = +eo (trivial)

2° si [die INyk|mia,b) =-], alors m(a,b) = -0 (trivial)

3°) [PV4] (PUD [PVy] (PUT) .. (PUI[PVK] (3.1)

Si m, (@b)=-1 ou ig=min{ie INy x| mi(ab)=0},

[PV, P[PV,

|0+1]

alors m(a,b) <0
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[PV PuUD [PV] (PUT) ... (PUT)[PVK] (4.1)

Si _ { m;(a,b) # -co (4.2)
Vj € |N1,K )

#{ieINy;|m(ab)=1}= #{ie INy;| m(a,b)=-1} (4.3)

alors m(a,b) > 0.

59) [PV{] P [PV2] P ... P [PVi] (5.1)

Si
Vje INik, mja,b)#-oo (5.2)

alors
m(a,b) >0

=

Vie Nik,#{ie Ny |m(ab)=1}2 #{ie Ny | m(ab)=-1}

Soit ng € &k1(Xo,...) :par (3.1),ona ng([PV1]) = no([PVa]) > ... = no([PVk])

Notons, pour plus de simplicité, pi = no([PVi])-no([L])-

K K

2 p,-m(ab) =-p, + 1pi .m.(a,b)

i=1 i=iy

K
Comme on peut prendre p;, > Z Ipi | onam(a,b)<0. 0

i=ig+1

Soit ng € &eh1(Xo,...) : par (1), on a ng([PV1]) = no([PVa]) = ... = no([PVK])
Notons, pour plus de simplicité, pi = no([PVi])-no([L])-
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que Vie INik, mi(a,b) #0

(les termes nuls n’intervenant ni dans les hypothéses (4.1), (4.2) et (4.3), ni dans le

calcul de m(a,b) ) ; sinon, il suffit de les renuméroter en « oubliant » les termes ou
mi(a,b) = 0.

Nous allons « séparer » les mi(a,b) =1 des mj(a,b) = -1 . Considérons les ensembles
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{ie N1k |mi(a,b) > 1}, dontles s éléments seront notés Qi <Qgo< ... <Qs

{ie N1k |mi(a,b) =-1}, dontlestéléments serontnotés ry <rx <...<n
Par hypothese, s >t .
Ona:Vie INit,q <r (sinon, contradiction avec I'’hypothese (3))

Donc Vie IN1t,p, 2 p,

t

K S t S
Donc 21 p,-m.(ab) = 21 Pq —; P. =2 (Pg —P,) +2 Pg 20

i=1 i=t+1

Ceci étant vérifié V ng e &e41(Xo,...), onam(a,b) > 0.

a) Supposonsque Vije INik,#{ie INyj|miab)=1}> #{ie INy;| m(a,b)=-1}

Il faut prouver que m(a,b) > 0 : la démonstration est presque identique a la précédente
(il suffit de remplacer tous les « > » par des « > »).

b) Supposons que m(a,b) >0

Soit ng € &h1(Xo,...) : par (1), on a no([PV1]) > no([PV2]) > ... > no([PVk])

Notons, pour plus de simplicité, p; = no([PVi])-no([L])-

Il faut prouverque Vje INik,#{ie INyj|mi(ab)=1}= #{ie INy;| mi(a,b)=-1}

Par I'absurde : supposons que 3je INqk tel que
#{ieIN¢j|m(ab)=1}< #{ie INyj| m(ab)=-1} (*)
Prenons le plus petit des « j » tels que (*) et notons-le toujours «j » |

Comme ci-dessus, « séparons » les mj(a,b) =1 des mj(a,b) = -1 . Considérons les
ensembles :

{ie INyj| miab)= 1}, dontless éléments serontnotés Qi <Qge<...<Qs

{ieINyj| mi(a,b)=-1},dontlestéléments serontnotés ry <rx <...<r
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Par définition de j , il est évidentque - t=s+1
- VieIN1,s,qi<ri
Soit ng € &eh1(Xo,...) construite comme suit (méme notation p; = No([PVi])-no([L]) ) :

- p, >0 quelconque

K
P, .1»--- Py Choisistels que p,,,>..>pc >0 et Y [p, |<%
i=r,+1

P,

- pi1>p2>...>p, telsque (pqi—pn)<?
i=1

K
On vérifie alors facilement que >’ p,.m (a,b) < 0 : contradictoire avec m(a,b) >0
i=1
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2.5. Comparaison globale d’actions potentielles

2.5.1. Impact d’'une action potentielle

Soit une action potentielle ae A

Définition : on appelle « impact de a sur le point de vue PV;» , que I'on note wi(a),
'unique niveau du descripteur D; qui décrit la performance de a sur PV..

Préciser les impacts des actions potentielles sur les différents points de vue
fondamentaux revient a construire une fonction

n:A > XixXox...xXk:a— n(a)=(m(a), m(a), ..., mk@))

Remarque : dans le cas particulier ou les niveaux d’un descripteur D; sont les actions
potentielles (voir 2.1.2), la définition des impacts des actions sur le point de vue PVi

est évidemment implicite.

Exemple (suite)

M. Impacts dez actions | x|

Actions

Caonan

Ezpon

Sigter
M arnark,

HE Calor Speed
MET ol wit
Hi=NE2 Ha=vit2

| NB3 [N it
ME4 cold witd
L1=MES | Lz=cols [T
NEE colf | L3=vith
wit?

n(PH) = (NB3 , H2, vit5)

M. Impacts des actions
Actions MHE Calar Speed
FH HE1 call it
Conan H1=HB2 H3=vit2
_Espon || IN1:E %
Sister HE4 cold wvitd
Momark, LZ=col5 vith
MEG colf L3=vit

ity

n(Espon) = (L1, H2, vit3)
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Actions Calar Speed
FH cioll wit1
H1=NB2 | H2=col2 | H3=vit2

Ezpon
Sister witd
Marmark, L1=MES | L2=cal5 with
colb L 3=witE
Wity

n(Conan) = ( NB1 , col4 , vit3)

Actions HE Color
FH MHB1 coll

Conan H1=MBZ | HZ=colZ | H3=wit2

Ezpan ME3 Wit

Sister MHE4 cold witd

L1=MB5 | L2=col5 | wit5
B ot | -vie

Wity

n(Sister) = (NB6 , col3, vit1 )




M, Impacts des actions Ed

Actions HEB Color Speed
FH MHEB1 coll wit]
Conan H1=MEZ | H2=col2 | H3=vit2
Ezpon HBE3 col3 ¥it3
Sigter HE4 cold witd
ELLETY || L1=nEs | L2=cols | vis
NBE colB L3=vilE

witd

n(Nomark) = ( NB3 , col3 , vit3)

2.5.2. Comparaisons globales d’actions potentielles

Soient deux actions potentielles a, b e A

Définitions : on dira que

1) « a est globalement plus attractive que b »

lorsque mw(a) est globalement plus attractif que w(b)

« a est globalement aussi attractive que b »

lorsque m(a) est globalement aussi attractif que mw(b)

« a et b sont globalement incomparables »

lorsque m(a) et w(b) sont globalement incomparables

_ VielN, ., m(a) (PUI) = (b)
2) «adomine b » lorsque

JielIN,, : m(a) P =, (b)

Proposition 7 : [ a domine b ] = [ a est globalement plus attractive que b ]
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2.5.3. Tableau des comparaisons globales d’actions potentielles

Notre mode d’exploitation de l'information préférentielle nous a permis d’intégrer, dans
notre logiciel, un tableau des comparaisons globales des actions potentielles. Celui-Ci
affiche tous les couples (a,b) tels que « a domine b » ou « a est globalement plus
attractive que b », compte tenu de linformation préférentielle disponible ou de
I'information dont le décideur J a choisi de tenir compte.

Exemple (suite)

M, Comparaisons globales M[=]
1] PH | Conan | Ezpaon | Sizter |N|:|mark| [H] | [L]
PH | = ? ? ? ? A
Conan ? — + ? + ? ‘
Ezpon ? — ? ‘
Sizter ? ? ? — ? ?
M omark, ? + ? — ‘
H] | A ? A ¥+ A = A
[L] ? —
Infarmation locale Information globale
upe 1 bpe 2 | typed |cardingle| | weed | bpe 2 | pe 3 |cardingle
ME v v r r S v ) r r r
Calor | [+ Py I r r'y
Speed| W ( v ) I r

Prise en compte de l'information

globale de type 1 (sur Xp)

Prise en compte de [l'information
locale de type 2 sur X3

Le signe & en ligne a—colonne b signifie que « a domine b »,
compte tenu de l'information préférentielle sélectionnée.

Le signe 4k en ligne a — colonne b signifie que « a est globalement plus attractive que b »,

compte tenu de l'information préférentielle sélectionnée.

Le signe ? en ligne a — colonne b signifie que « a et b sont globalement incomparables »,

compte tenu de l'information préférentielle sélectionnée.
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On remarquera que, dans le logiciel,

- [I'«information préférentielle concernant [attractivité locale » est appelée
« information locale » ;

- [I'«information préférentielle concernant [Iattractivité globale » est appelée
« Information globale » ;

- [L]=(Ly, Ly ..., Lx) et [H]=(H4, Hy, ..., Hk) ont été intégrés dans le tableau
des comparaisons globales.

Le premier intérét pratique de ce tableau est de pouvoir éviter l'acquisition
d’'information préférentielle superflue ; comme il exploite instantanément toute
modification de l'information, il suffira au décideur d’arréter la discussion lorsqu’il
s’estimera satisfait des comparaisons globales affichées.

Phase de structuration

A

Vv PV, , introduction de 2 états de référence H; et L

<

A

Construction de situations globales de référence

<

A

Acquisition d’information préférentielle

Suggestions
compatibilité ? — .
oui

Exploitation de l'information préférentielle

Information
non plus riche
J satisfait ?
oui

terminé

<
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Exemple (suite)

Le tableau page 110 montre que, compte tenu de l'information préférentielle précisée
en 2.1.4, aucune action n’est « globalement plus attractive » que toutes les autres
actions de A.

A ce stade, J n’a fourni qu’une information globale de type 1 (sur X,) (I'ensemble des
situations globales de référence). Une facon d’enrichir l'information préférentielle
pourrait étre de fournir une information globale de type 2 (sur cet ensemble) :

M. Global [ x|
[ME] | [Calar] [[Speed]| [L]

[ME ] modérée | positive | positive

[ Color ] - br. faible | positive
[Speed] - pozitive

Dans ce cas, le tableau des comparaisons globales fait apparaitre que, compte tenu
de linformation préférentielle disponible, « Conan » est globalement plus attractive
que « PH » :

M, Comparaisons globales _ O]
HH PH | Conan | Ezpaon | Sizter |N|:|mark| [H] | [L]
PH | = ? ? ? A
Conah + — + ? + ? ‘
Ezpon — ? ‘
Sizter ? ? ? — ? ?
Momark, ? + ? — ‘
H] | & ? A *+ A = A
[L] ? =
Infgrmnation lacale Infarmation glabale
upe 1 twpe 2 | twpe 3 |cardinale| | typel ey | tepe 3 |cardinale
ME v v r r v UF ) r r
Calar ™ v I r *
Speed v ™ I r
1

Prise en compte de [l'information

globale de type 2 (sur Xp)

« Conan » globalement plus attractive que « PH »
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A nouveau, ce tableau montre que, compte tenu de linformation préférentielle
disponible, aucune action n’est « globalement plus attractive » que toutes les autres
actions de A.

J pourrait alors, par exemple, s’aider d’une premiere échelle n; de type 1+2 sur X3
(une échelle MACBETH transformée), pour fournir une information locale de type 3
sur Xs:

M. Vitesze d'imprezsion noir et blanc N3
wit1 H3=vit2‘ wit3 ‘ witd | with | L3=vitk ‘ wity 1499914999
wit] modérée | forte | positive | positive | positive | positive
Ha=wit2 - faible forte | positive | postive | positive _[ 133
itd - faible forte | positive | pogitive |::> 12507 125.01
witd - faible forte | pogitive
it DRUES fable  fore :
p——{H3=vitz| 100.0
L3=vit6 DRUEN modees
—[ v ] 750
{P3,1z, P/}
o—{ it ] 500
o—{ i ] 250
1375
149.98 — =
T30.00 . 0.0
140.00 :'I 2801
Vs | {H3 [100.0
vitt H — a7 ] 375
Y ]
130,00 ]
126.01 ]
u (3] 00 %
witl - L3

W 132

L
—_

H3 - L3

135 Balvtobs) oy,
Aatt(H3’L3)

c’est-a-dire

R’ = { (((vits,Ls), (Ha,La)) , (1.3, 1.4) ) }
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Le tableau des comparaisons globales met alors en évidence que, compte tenu de
toute l'information préférentielle disponible, « Conan » est globalement plus attractive
que toutes les autres actions de A :

M, Comparaizong globales M=l E3
= FH |En:nnan | Espn:nr'|| Sizter |Nn:|mark| [H] | L

—

PH | = F—3 ? A

Conan + — + + + ? ‘

Ezpon s — 2 ‘
Sister ? ? — ? ?

Marmark. ? + ? — ‘

m | A | A + A = A

[L] ? =
Information logale Information globale

tppe 1 pe 2 | twpe 3 |cardinale| | type 1 bpe 2 | ped [cardinale
NE 7 7 r r v v r r

Color v ™ ,I:\ r
Speed| W v ( v )!L I

~

Prise en compte de l'information

locale de type 3 sur X3

« Conan » globalement plus attractive que

« PH », « Espon », « Sister » et « Nomark »
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2.5.4. Analyse de robustesse

Notre méthodologie permet aussi a J d’effectuer une analyse de « robustesse » des
résultats présentés en désélectionnant une partie de I'information préférentielle et en
observant les conséquences de cette modification sur le tableau des comparaisons
globales.

Exemple (suite)

Si on ne prend pas en compte l'information globale de type 2 (sur Xp), on constate
que :

- « Conan » reste globalement plus attractive que « Espon » ,

- « Conan » reste globalement plus attractive que « Sister » ,

- « Conan » reste globalement plus attractive que « Nomark » ,
MAIS

- « Conan » n’est plus globalement plus attractive que « PH ».

M, Comparaisons globales _ O]
HH PH | Conan | Ezpaon | Sizter |N|:|mark| [H] | [L]
PH | = ? ? ? ? A
Conah — + + ? ‘
Ezpon — ? ‘
Sizter ? — ? ?
Momark, f + ? — ‘
[H] : A+ A = A
[L] ? =
Infarngation locale Infarmation glabale
upe 1 ipe 2 | tpe 3 |cardinale| | typel bwpe? | bpe 3 |cardinale
ME v v r r v ( I_) r r
Calar ™ v I r
Speed v ™ [vl |

\

On ne prend pas en compte [l'information
globale de type 2 (sur Xo)

« Conan » n’est pas globalement plus attractive que « PH »
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Remarque

Danslecas 3 i € INok tel que #R? > 1, le logiciel offre la possibilit¢ d'affiner

'analyse de robustesse, en permettant d’observer, lors de toute « sélection ou
désélection » d’une information élémentaire de type 3, les modifications dans le

tableau des comparaisons globales.

Exemple (suite)

Supposons que J ait ajouté l'information de type 3 suivante sur Xs :

M 1.3

M 07

M 0z

1™

1

[

On peut alors observer que :

witl - L3

VM V3e— <14
H3 - L3
witd - L3

WV 07¢<— <08
Ha - L3
vits - L3

W oh2s— <03

\ H3 - L3

NS

= 130 it1) < 140
_ k. < nsz(vi <
03 - L3 ( a(vit1) )
witd - L3 R
——— R R < 1 <
0 - L3 ( 70 < ng(vit3) < 80 )
with - L3 ]
a3 M| (20 < ng(vits) < 30 )
M, Comparaizsons globales =13
9 | PH | Conan | Espon | Sister [Nomak| [H] | [L]
PH | = ? 4= ? ? &
Conan ? — @ + ? ‘
Ezpon — 7 ‘
Sigter ? ? — ? ?
Momark, ? + ? — ‘
| A ? A + A = A
[L] ? =
Infarmation locale Information globale
tpe 1 tppe 2 | twpe 3 |cadinale| | twpe tpe 2 | tpe 3 |cardinale
ME IV Il | = Il ] I -
Calar v [v ,l—_\ r
Speed| M v ( v ) r
Ay

R, = { ((vit1,L3), (H3,L3)), (1.3,1.4) ) , ( ((vit3,L3), (H3,.L3)), (0.7,0.8) ),

( ((vit5,L3), (H3,L3)) , (0.2,0.3) ) }

( #R} =3)
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M, Comparaizons globales M=l

Y FH | Eunan );\n Sigter |Nomark‘ [H] ‘ [L]
wit] - L3 PH A
)13 ¢——— <14 Conen @ .|. A
- Ezpon — ‘
"-"|t3 - L3 H 2 -J = ] 2
IF 7 ¢ < na Sigter ? —] ? ?
Ha - L3 Momark | 7 4= ? = Fy
vith - L3 H | A | ? A + A = A
V¥ 02<¢—— <03 L] ? —
H3 - L3
N Information locale Information globale
tupe 1 type 2 | twpe 3 |cardinale| [ twpe twpe 2 | twpe 3 |cardinale
ME I v C - v ] ] -
Calar v [w ,l—_\ r
Speed| v [w ( v ) -

S

= { ((wit3L3), (H3,.L3)), (0.7,0.8) ), (((vit5.L3), (H3,L3)), (0.2,0.3)) }

( #R} =2 ) :aucun changement par rapport au tableau précédent !

M, Comparaizons globales M=l E
ait FH | I:Dnan E;Kn Sister ‘Namark‘ [H] | [L]
vit] - L3 FH | = 'y
I_ 13— £14 Caonan ? + i ‘
H3 - L3
- Ezpon ? — ‘
< 07 < e e Siter | ? 7 = 2 ?
o H3 - L3 T MNomark | 2 -I- ? — ‘
with - L3 H | A * A + A = A
C)ozs: ——— 203 L] 2 =
Ha - L2 : :
Information locale Information globale
tppe 1 tppe 2 | twpe 3 |cardinale| | twpel bppe 2 | tupe 3 [cardinale
ME v [v] | ] v " (I r
Calor v v /R ]
Speed| [V v ( |7) ]
S~

= { ((vitaL3), (H3L3)), (0.7,08)) }

( #RY =1):« PH » n’est plus globalement plus attractive que « Espon ».

efc...
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2.5.5. Analyse de robustesse « générigue »

Soient deux actions a,be A.

Nous avons inclus dans notre logiciel une détection systématique de la combinaison
« la moins riche » d’informations locale et globale permettant d’affirmer que a est
globalement plus attractive que b lorsque :

1) on prend en compte le méme type d’information locale sur tous les points de vue
fondamentaux ;

2) le type d’information locale est au moins aussi riche que le type d’information
globale.

Les « combinaisons » d’'informations prises en compte sont donc les suivantes :

information information
symbole

locale globale

type 1 type 1 [
type 2 type 1 [l
type 2 type 2
type 3 type 1
type 3 type 2 4
type 3 type 3 &

Remarque : il est un cas ou il n’est pas possible de distinguer la moins riche entre
deux combinaisons : [type 2 et type 2] ou [type 3 et type 1]. Dans ce cas, le

logiciel affichera les deux symboles correspondants.

Exemple (suite)

Les résultats affichés sur le tableau de robustesse ci-aprés sont obtenus en ne
prenant en compte que l'information de type 3 « sélectionnée » (voir fin du paragraphe
précédent).
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] PH Conan | Ezpon | Sister |Momark | [H] [L]
FH = ? ? ? &
Conan = @ El E ‘
Espan ? = ? ,‘
Sizter ? ? = ? ?
Maomark | 72 il ? = 'y
H] | & ? A M A = A
[L] ? —

On peut lire, sur ce tableau, que :

- une information locale de type 1 et une information globale de type 1
sont suffisantes pour pouvoir affirmer que
« Conan » est globalement plus attractive que « Espon » ;

- une information locale de type 2 et une information globale de type 1
sont suffisantes pour pouvoir affirmer que
« Conan » est globalement plus attractive que « Nomark » et que
« Nomark » est globalement plus attractive que « Espon » ;

- une information locale de type 2 et une information globale de type 2
sont suffisantes pour pouvoir affirmer que
« Conan » est globalement plus attractive que « PH » ;

- une information locale de type 3 et une information globale de type 1
sont suffisantes pour pouvoir affirmer que
« Conan » est globalement plus attractive que « Sister » .

On pourrait certes faire les mémes observations a 'aide du tableau des comparaisons
globales vu au paragraphe précédent, mais on ne les visualiserait jamais ensemble.
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Conclusion

Ce travail avait un double objectif :

fournir une base mathématique solide pour I'approche MACBETH

concevoir et mettre au point un logiciel permettant d’utiliser en pratique cette

approche.

L'idée « MACBETH », due a C.A. Bana e Costa et J.-C. Vansnick, remonte au début
des années 90 et a consisté au départ en une réflexion sur la maniére d’aider une
personne J a fournir une information cardinale concernant l'attractivité des éléments
d’'un ensemble fini ( voir Bana e Costa et Vansnick, 1993 et 1994 ).

Ses fondements étaient

un mode de questionnement original consistant a demander des jugements
absolus de différence d’attractivité entre deux éléments en termes de six catégories
sémantiques,

un nouveau mode de passage du sémantique au quantitatif consistant a faire
correspondre a chaque catégorie sémantique un intervalle de la droite réelle sur
base de régles de mesurage (et non en associant arbitrairement a chaque
catégorie un nombre réel),

I'idée de tester, compte tenu des régles de mesurage adoptées, la cohérence des
jugements fournis par J

le désir, en cas d’incohérence, de pouvoir en discuter avec J
et, en cas de cohérence, de pouvoir soumettre a la critique de J une
premiére échelle numérique.

Le premier chapitre de ce travail constitue essentiellement les bases mathématiques
gue nous avons imaginées pour encadrer et développer ces premiéres idées .

Notre travail a notamment porté sur

O

le développement de techniques permettant

e de tester la cohérence des jugements de J (cohérence qui au fil du temps a
plutot été appelée consistance) ,

e de déterminer, en cas d’incohérence, les jugements qui peuvent en étre a
I'origine ,
e de proposer des suggestions pour y remédier ;
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la mise au point
e de programmes fournissant, en cas de cohérence des jugements, une
premiére représentation numérique ( échelle MACBETH ) ,

e de techniques facilitant la discussion, avec J, de cette échelle ;

le développement, a cété du mode de questionnement de base et du mode de
questionnement MACBETH, d’'un troisieme mode de questionnement qui permet
de valoriser une information, certes déja difficile, mais pourtant moins exigeante
qu’une information cardinale.

L’idée « MACBETH » de départ, qui visait essentiellement a faciliter la construction

d'une échelle cardinale, fut assez rapidement prolongée par C.A. Bana e Costa et

J.-C. Vansnick en une approche d’aide multicritére a la décision générale, qui regut le
nom d’approche MACBETH ( voir Bana e Costa et Vansnick, 1997 ).

Le travail mathématique et informatique présenté dans le second chapitre de ce travail

concerne cette seconde phase du développement de MACBETH.

Dans ce contexte, notre travail a principalement porté sur

O

la définition précise, dans le cadre d’'un modéle d’agrégation additif, de la notion

d’attractivité globale,

la formalisation rigoureuse de la notion de comparaison globale de deux actions, ce

qui permet d’éviter tout probléme de signifiance,

la mise au point d’un logiciel effectuant (quasi instantanément) les comparaisons

globales des actions, ce qui permet, sur le plan pratique,

® soit d’aider a réduire progressivement I'incomparabilité des actions
( recueil d’une information juste requise pour l'aide a la décision )

® soit d’effectuer une analyse de robustesse quand on dispose d’'information

trés riche.

Ce logiciel ( ou des versions précédentes - car nous avons été intégré a I'équipe

MACBETH depuis quelgques années ) a déja été utilisé dans de nombreuses

applications réelles comme par exemple
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I'évaluation d’appels doffres pour le métro de Porto, au Portugal
( voir J.L. Porto, 1999 ),

'évaluation d’entreprises textiles dans I'Etat de Santa Caterina, au Brésil

( voir Bana e Costa et al., 1999a )

I'évaluation d’options stratégiques pour le Ministere de la Défense Britannique

( confidentiel ),

I'évaluation pilote de mesures de programmes communautaires pour la

Commission Européenne ( voir C3E, 1995 ),

Divers articles ont aussi déja été publiés a propos d’applications de I'approche
MACBETH ( voir Bana e Costa et Vansnick, 1997, Bana e Costa et Vansnick, 1999b,
Bana e Costa, 2001a, Bana e Costa et al., 2001b, 2002a, 2002b ).

Si notre logiciel a ainsi pu montrer son intérét, nous savons qu’il est possible de
I'améliorer afin qu’il puisse, a I'avenir, fournir une aide encore accrue dans le cadre

d’une étude d’aide a la décision.

Dans cette optique, nous envisageons notamment la possibilité de

- généraliser le systeme de « détection d’inconsistances — suggestions » aux
inconsistances de type 3 (voir 1.5et 1.6)

- prévoir une analyse de robustesse élargie au cas ou on accepte de s’écarter d’'une

représentation numérique donnée sur un ou plusieurs points de vue

- permettre l'utilisation d’'un modele de points de vue dit « hiérarchique »

Mais, a chaque jour, suffit sa peine !
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Annexe : théoreme de I'alternative de Motzkin

Soient trois matrices A € IR, Be IR™ et Ce IR™, A #0.

Alors,

A.X>0
B.X=0
: A : m
ou bien le systeme C.X>0 admet une solution X € IR
ou bien ilexiste YelIRP, Ze IR", Ue IR? tels que

'AY+B.Z+'C.U=0
Y>>0, Y#0

U=0

(voir Mangasarian, 1969)

On peut tirer, de ce théoreme, le corollaire suivant :

Soient deux matrices A € IR, Be IR™ |, A=#0.

Alors,
_ . A.X>0 _
ou bien le systéme admet une solution X e IR™
B.X=0
ou bien ilexiste YelIR?P, V, We IR" telsque

'AY+B.(V-W)=0
Y>0, Y#0
V>0, W20
Vie Ny, Vi.W;=0

V et W de la fagon suivante :

Z, siZ>0 {0 si Z,>0
et W, =

VielNy, Vi= L ,
0 siZ <0 Z, siZ<0
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